TESTKLAUSUR (Juli 2003)

ZAHLENTHEORIE

1. (a) Formuliere das quadratische Reziprozitédtsgesetz samt Ergédnzungssitze fiir
das Jacobisymbol.

(b) Es seien n,m natiirliche Zahlen, so dass p = 3n + 4m? eine Primzahl ist.
Beweise, dass p Quadratischer Rest modulo n und n Quadratischer Rest
modulo p ist.

(c) Zeige: Ist p > 2 eine Primzahl, so ist p = 1 (mod 3) genau dann, wenn es
zu p teilerfremde natiirliche Zahlen z,y, mit 3z% + 4y? = 0 (mod p) gibt.

2. (a) Es sei p eine Primzahl und a, b, ¢, d, u, v seien ganze Zahlen.
Zeige, dass das Gleichungssystem
u = azx + by (mod p)
v = cr +dy (mod p)
genau dann eine modulo p eindeutig bestimmte Losung z,y besitzt, wenn
ad — bc # 0 (mod p).

(b) Es seien p und ¢ zwei verschiedene Primzahlen und a, b, ¢, d, u, v seien ganze
Zahlen. Finde (mit Beweis) ein hinreichendes und notwendiges Kriterium
dafiir, dass das Gleichungssystem

u = ax + by (mod pq)
v = cx +dy (mod pq)
eine modulo pg eindeutig bestimmte Losung x, y besitzt.

ALGEBRA
3. Esseip(z) =2* — 3z + 1 € Q[z]-

(a) Zeige, dass p irreduzibel ist.
(b) Zeige: Ist u eine Nullstelle von p, so auch u? — 2.

(c) Es seien z1,xz9,23 € C die Nullstellen von p und K = Q(x1, 22, x3). Zei-
ge, dass K eine Galoiserweiterung von ) ist und bestimme [K : Q] sowie

Gal(K/Q).

(d) Bestimme alle Zwischenkérper Z von K/Q.

(e) Bestimme ein primitives Element fiir die Erweiterung K/Q, d.h. suche ein
a € K mit K = Q(«a).

4. Es sei k ein endlicher Korper mit ¢ = p? Elementen (p Primzahl).
Es sei GI(2,k) = {(Z 3);a,b,c,d € k,ad — bc # 0}.
(a) Bestimme die Ordnung von GI(2, k).
(b) Bestimme die Ordnung von B = {(‘01 Z) ;a,b,d € kyad # 0}.
(c) Zeige, dass U = {(é 11’); b € k} ein Normalteiler von B ist.
(d) Ist B eine auflésbare Gruppe?



DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
5. Betrachte die Differentialgleichung
(%) y = (x—Dy*+ (1 —22)y + .

(a) Bestimme sdmtliche Losungen von (x).
Hinweis: Versuche den Ansatz z =y — 1.

(b) Berechne die Losung von (x) unter der Anfangsbedingung y(1) = 2. Wo ist
diese definiert?

(c) i) Berechne die Losung von (x) unter der Anfangsbedingung y(1) =

ii) Zeige: Fiir ihren Definitionsbereich D gilt D C (0,3) aber D D (3, 2).

6. (a) Finde alle Losungen des folgenden Differentialgleichungssystems.

o= 2+ y
yé = —4y; + 2y

(b) Betrachte das inhomogene System

Yo = 2yt Yo+ 3™
vy = —4y; + 2y, + ze®.
Was ist seine Losung unter der Anfangsbedingung 3;(0) = 0, y2(0) = —%?

FUNKTIONENTHEORIE

7. (a) Formuliere die Cauchysche Integralformel.

(b) Es sei f eine in {z € C,|z| < 1} holomorphe Funktion mit der Potenzrei-
henentwicklung f(z) = > o2 a,2". Es gelte die Ungleichung |f(z)] < —

1—|z|
in {z € C,|2| < 1}. Beweise fiir 0 < 7 < 1 und n € N die Abschétzung
|an| S m

(c) Beweise |a,| < (14 2)"(n+ 1) und folgere |a,| < e-(n+ 1) fiir alle n € N.
8. (a) Definiere den Begriff “Isolierte Singularitdt” und klassifiziere die verschie-
denen Arten von isolierten Singularitéten.
(b) Formuliere den Identitétssatz.

(c) Es sei f eine in C\{0} holomorphe Funktion, aber nicht die Nullfunktion.
Es gebe eine Nullfolge (z,),en komplexer Zahlen, z, # 0, mit f(z,) = 0 fiir
alle n € N. Zeige, dass f im Nullpunkt eine wesentliche Singularitét besitzt.



