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EINLEITUNG

Betrachtet man ein nicht widersprtchliches lineares Gleichungs-

system

a X + ...+ a X - b = 011 1 1n n 1
. . .

a X + ...+ a X - b = 0 mit a ,b e L, L ein Korperm1 1 mn n m ij k
so versteht man unter dessen Losung tblicherweise eine lineare und

bijektive Parameterdarstellung

X = c + d t + ...+ d t1 1 11 1 1l l
. . .

X = c + d t + ...+ d t mit d ,c e Ln n n1 1 nl l ij k
nder Losungsmenge in L .

Im Falle eines beliebigen Polynomgleichungssystems

f (X , ..., X )= 01 1 n
. . .

f (X , ..., X )= 0m 1 n

mit f , ..., f e L[X ,...,X ] und einem (algebraisch abgeschlos-1 m 1 n
senen) Korper L, ist die Lage weitaus komplizierter. Selbst in

einem einfachen Spezialfall wie
2 3X - X + X = 02 1 1

tber dem Grundkorper C erweist sich die Losungsmenge als homoo-

morph zu
1 1S * S \ {Punkt},

also zu einem Torus, in dem ein Punkt fehlt. Eine Parameterdar-

stellung der Losungsmenge V im Sinne eines Isomorphismus zwischen
1C (ein Parameter) und V ist also schon aus topologischen Grtnden

nicht moglich.

Wir werden uns in der vorliegenden Arbeit jedoch nicht mit glo-

balen, sondern mit lokalen Eigenschaften der Losungsmengen von

Polynomgleichungssystemen, der sogenannten algebraischen Varietaten,

befassen. Zunachst ware hier die Frage nach einer lokalen Parametri-

sierung in einem bestimmten Punkt xeV zu stellen. Gilt zum Beispiel

m<n und

1 df df 11 11 ------------------(x) ... ------------------(x) 1dX dX1 1 m 1
1 1. . . $ 0 ,1 1
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1 df df 1m m1 ------------------(x) ... ------------------(x) 1dX dX1 1 m 1

so liefert im Falle des Grundkorpers C der Auflosungssatz tatsach-

lich eine holomorphe, und damit erst recht formale, Parameter-

darstellung

X = f (t , ..., t )1 1 1 n-m
. . .

X = f (t , ..., t )m m 1 n-m
X = tm+1 1
. . .

X = t .n n-m

Doch es gibt auch hier sehr einfache Spezialfalle, in denen, selbst

formal, keine lokale Parametrisierung moglich ist, zum Beispiel im
2Nullpunkt (0,0) der algebraischen Varietat in A , die durchC2 3 2X - X + X = 02 1 1

definiert ist. In diesem Falle spricht man von einem singularen

Punkt oder von einer Singularitat, sonst von einem regularen Punkt.

Die entscheidende Invariante einer Singularitat ist ihr lokaler

Ring, also der Ring der Keime der im betrachteten Punkt regularen

Funktionen. Wir bemerken, dab wir uns nicht auf den Fall algebra-

ischer Varietaten beschranken werden, sondern allgemein Singulari-

taten lokal noetherscher Schemata betrachten. Dabei besteht jedoch

eine Einschrankung: Wir behandeln nur lokale Ringe (B ,n ), deren0 0
Vervollstandigung

y dB := lim B /n0 J------------------ 0 0d
einen Korper enthalt, da ansonsten der ftr uns wichtige Begriff der

yDeformation von B , also eines flachen lokalen Homomorphismus0
f: (A,m)------L(B,n)

ymit der Faser B/mB= B keinen Sinn hatte. Ist diese Vervollstan-0
digung isomorph zu einem Potenzreihenring L[[X ,...,X ]] tber einem1 n
Korper L, so entspricht dies gerade dem regularen Fall, der, dank

unserer lokalen Betrachtung, hier als trivial erscheint.

Die wohl wichtigste, wenn auch relativ grobe, Invariante eines

lokalen Ringes (A,m) ist dessen Hilbertreihe
80 0 iH = S H (i)QT .A Ai=0

Dies ist eine formale Potenzreihe, deren Koeffizienten durch die

minimale Anzahl der Erzeugenden der Potenzen von m gegeben sind:
0 i i+1H (i):= dim m /m .A A/m
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Jede Hilbertreihe kann in der Gestalt

0 p(T)H = ------------------------------------A d(1-T)

dargestellt werden mit einem eindeutig bestimmten ganzzahligen Poly-

nom p , das nicht durch (1-T) teilbar ist und einem eindeutig be-
0stimmten deN. Die Reihe H enthalt Informationen tber weitere Inva-A

rianten des lokalen Ringes A. So ist die Polstellenordnung d in T=1
0gleich der Dimension des lokalen Ringes A, der Koeffizient H (1) desA

Lineargliedes gleich seiner Einbettungsdimension (d.h. die minimale

Dimension, die ein regularer Raumkeim haben mub, damit man die zu A

gehorige Singularitat lokal und formal in ihn einbetten kann). Fer-

ner ist p(1) gleich der Multiplizitat von A.

Es ist also nur verstandlich, dab Hilbertreihen und deren Summen-

transformierte
i 0 -iH := H Q(1-T)A A

bei der Untersuchung lokaler Singularitaten eine bedeutende Rolle

spielen. So stellte zum Beispiel C. Lech die Frage, ob ftr jeden

flachen lokalen Homomorphismus f:A------LB lokaler Ringe ftr geeignete

Summentransformierte der Hilbertreihen die Ungleichung
i iH > HB A i igilt. Dies soll bedeuten, dab H (d)> H (d) ftr jeden KoeffizientenB A

der formalen Potenzreihen zutrifft. Im Zusammenhang mit der Auf-

losung der Singularitaten warf H. Hironaka die Frage auf, ob sogar

stets
1 1H > HB A

eintritt. Die Hauptschwierigkeit beim Beweis solcher und ahnlicher

Ungleichungen sind die vielen Unbestimmten, namlich zwei lokale

Ringe und ein Homomorphismus zwischen ihnen. Es ware somit wenig

sinnvoll, Ergebnisse ftr einzelne, konkrete Homomorphismen anzu-

streben. Es scheint jedoch ein verntnftiger Spezialfall zu sein,

wenn man eine der obigen Ungleichungen ftr alle flachen lokalen

Homomorphismen f: A------LB mit einer fixierten Faser (B ,n ) zeigen0 0
kann.

Die hierzu bisher bekannten Ergebnisse sind recht bescheiden. So
1 1zeigte C. Lech selbst die Ungleichung H > H im Falle, dab (B ,n )B A 0 0

ein vollstandiger Durchschnitt ist. Dies wurde von B. Herzog noch

auf den Fall verallgemeinert, dab (B ,n ) eine formale semiuni-0 0
verselle Deformation mit regularer Basis besitzt. Wir verallge-

meinern hier einen anderen Ansatz von B. Herzog, wollen aber zu-



iv

nachst festhalten, dab zu den obigen Ungleichungen nur sehr wenige

positive und keine Gegenbeispiele existieren (vgl. Bemerkung (3.1)

im Textteil dieser Arbeit).

Der erwahnte Ansatz von B. Herzog betrachtet Homomorphismen

f:(A,m)------L(B,n), ftr die die behaupteten Ungleichungen in einer
1 1 0verscharften Form gelten, namlich als Identitat H = H QH .B A B/mB

Solche heiben tangential flach. Kann man nun zeigen, dab alle

Deformationen eines lokalen Ringes (B ,n ) tangential flach sind,0 0 1 1so ergibt das die Lech- Hironaka- Ungleichung H > H ftr B .B A 0
Ftr die Eigenschaft eines lokalen Ringes, nur tangential flache

Deformationen zu besitzen, wurde ein Kriterium gezeigt, welches

dies in Termini gewisser Normalenmoduln ausdrtckt (siehe [He-1]).

Wir betrachten hier lokale Ringe, die mit einer Filtration ver-
dsehen sind. Dies ist eine absteigende Folge F= (F ) von Idealen,deN

die gewissen weiteren Axiomen gentgt (vgl. Definitionen (1.1)) und

die Folge der Potenzen des maximalen Ideals ersetzt. Man erhalt

auf diese Weise einen abgeanderten Begriff der Hilbertreihe mit
0 i i+1H (i):= l (F /F ) .(A,F ) A A AA

Ist nun f:(A,F )------L(B,F ) ein Homomorphismus filtrierter lokalerA B d dRinge, d.h. ein lokaler Homomorphismus mit f(F )c F ftr alle deN,A B
und m das maximale Ideal in A, so gilt

1 0 0H < H QH ,(B,F ) (A,F ) (B/mB,F )B A B/mB
wobei F durch F induziert werde (Satz (1.8), geht jedoch aufB/mB B
B. Herzog zurtck). Im Falle der Gleichheit sprechen wir von einem

tangential flachen Homomorphismus filtrierter lokaler Ringe. Hat

nun der (monomial, vgl. (2.2)) filtrierte lokale Ring (B ,F ) nur0 B0tangential flache Deformationen, das heibt jeder flache lokale

Homomorphismus filtrierter lokaler Ringe f:(A,F )------L(B,F ) mit derA B
Faser B , wobei F in gewisser Weise aus F und einer Konstruk-0 B A
tionsvorschrift ftr F erzeugt wird, ist tangential flach, soB0erhalten wir ftr B eine Art Lech- Hironaka- Ungleichung mit abge-0
wandelten Hilbertreihen. Es kommt dann im wesentlichen darauf an,

diese mit den ursprtnglichen Hilbertreihen zu vergleichen (siehe

dazu Lemma (3.4)). Ftr die Eigenschaft eines monomial filtrierten

lokalen Ringes, nur tangential flache Deformationen zu besitzen,

geben wir in Satz (2.20) eine notwendige und eine hinreichende

Bedingung an, die entsprechende Bedingungen aus [He-1] verallge-

meinern, namlich
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gr(N y)(<-1)= 0 (notwendig) bzw.B0
N y (<-1)= 0 (hinreichend)gr(B )0
Hierbei sind die Terme auf der linken Seite Konstruktionen aus

Normalenmoduln (siehe Definitionen (2.12)). Dies betrachten wir

als das Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit. In Abschnitt 2 und 3

wird ftr eine ganze Reihe von Beispielen die hinreichende Bedingung

verifiziert.

Wir mochten noch bemerken, dab wir im ersten Abschnitt eine Reihe

von Kriterien ftr die tangentiale Flachheit von Homomorphismen

filtrierter lokaler Ringe angeben, die wir aus technischen Grtnden,

ftr den Beweis des Hauptergebnisses, benotigen. Ein grober Teil von

ihnen geht auf B. Herzog zurtck. So ist die tangentiale Flachheit

des Homomorphismus f:A------LB filtrierter lokaler Ringe aquivalent zu

Flachheit bzw. Freiheit von gr(B) tber gr(A) (,was auch den Namen

erklart). Weitere Kriterien beziehen sich auf den Fall speziellerer,

sogenannter stark separierter Filtrationen. Ein solches (Satz

(1.18)) besagt, dab die tangentiale Flachheit von f:A------LB impliziert,

dab, wenn man eine geeignete Basis der A- Algebra B wahlt, die

Strukturkonstanten von gentgend hoher Ordnung sind und gibt weitere,

notwendige und hinreichende, Bedingungen an. Wir fordern dabei, der

Ring A soll artinsch sein. Dies ist in Wirklichkeit keine Einschran-

kung, da man die Frage nach der tangentialen Flachheit immer auf

diesen Fall zurtckfthren kann (vgl. Folgerung (1.12.ii)).

Notwendig und hinreichend ftr die tangentiale Flachheit ist die

Bedingung

ord (ab)= ord (a)+ ord (b) ,F F FB A B
welche zusammen mit der Flachheit von f erftllt sein und bei Basis-

wechsel erhalten bleiben soll. Hierbei durchlauft a alle Elemente
------von A und b alle Elemente von B mit ord (b)= ord (b)F FB B/mB(Satz (1.21)).

Unsere Proposition (2.9) sichert unter gewissen Voraussetzungen,

dab ein Homomorphismus f:(A,m)------L(B,n) filtrierter lokaler Ringe

dargestellt werden kann als Komposition eines tangential flachen

Homomorphismus f:A------LR und einer Surjektion, d.h. es gilt B= R/I.

Ein technisch sehr wesentliches Kriterium der tangentialen Flach-

heit (Satz (1.24)) fordert dann, dab eine Standardbasis (siehe

Definitionen (1.23)) von

I := IR in R := R/mR0 0 0
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angehoben werden kann zu einer Standardbasis von I unter Beibehal-

tung der Ordnungen.

Gegen Ende von Abschnitt 3 wenden wir uns dem Problem zu, dab die

uns interessierenden Normalenmoduln N (<-1) sehr schwer zugr(I ,R )0 0bestimmen sind, wenn I nicht von Monomen erzeugt wird. Wir zeigen0
(Satz (3.18)), dab ftr N (<-1)= 0 das Verschwinden einesgr(I ,R )0 0 ,gewissen N , (<-1) hinreichend ist. Hierbei ist I eine Modi-gr(I ,R ) 00 0fikation des lexikographischen Anfangsformenideals. Aus technischen

Grtnden benotigen wir hierzu eine Verallgemeinerung des Begriffes

der Filtration, sogenannte Multifiltrationen (wie auch schon ftr das

bereits kommentierte Lemma (3.4)). Als Konsequenz daraus ergibt sich

(Proposition (3.26)), dab sogar zu jedem lokalen Ring B := R /I mit0 0 0
R := L[[X ,...,X ]] eine Filtration auf R existiert mit der B nur0 1 n 0 0
tangential flache Deformationen besitzt.

Zum Schlub beweisen wir, dab sich die Bedingung N y (<-1)= 0 ingr(B )0gewisser Weise auf verzweigte Tberlagerungen von B tbertragt. Damit0
entstehen aus jeder unserer Beispielsingularitaten zu einer Lech-

Hironaka- Ungleichung ganze Serien.

Im Folgenden benutzen wir die tblichen Vereinbarungen und Bezeich-

nungen der kommutativen Algebra, wie sie etwa in [Ma] oder [Bo] ver-

wendet werden. Insbesondere seien alle Ringe kommutativ und mogen

ein Einselement besitzen. Alle Ringhomomorphismen sollen das Eins-

element respektieren. Alle Moduln seien unitar, alle lokalen Ringe
nnoethersch. Ist r= (r ,...,r )e R ein n- Tupel von Elementen des1 n

Ringes R, so bezeichnet

rR= (r ,...,r )R1 m
das von den Koordinaten von R erzeugte Ideal. Diese Schreibweise

konnte zwar falsch gedeutet werden, wir halten sie jedoch trotzdem

ftr zweckmabig, da sie das Aufschreiben unnotig vieler Indizes ver-

meidet.

Am Ende der Arbeit sind die am haufigsten benutzten Bezeichnungen

noch einmal zusammengestellt.
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1. TANGENTIALE FLACHHEIT VON HOMOMORPHISMEN

FILTRIERTER LOKALER RINGE

(1.1) DEFINITIONEN

Sei (A,m) ein lokaler Ring. Eine Filtration F auf A ist eineAdFolge (F ) von Idealen in A mitA deN
d d+1(a) F b F ftr alle deN,A A

0 1(b) F = A und F $ A,A A
d d d +d1 2 1 2(c) F QF c F ftr beliebige d ,d e N.A A A 1 2

dEine Filtration F auf A heibt koendlich, wenn A/F ftr alle deNA A
endliche Lange besitzt.

Ein filtrierter lokaler Ring ist ein Paar (A,F ), das aus einemA
lokalen Ring A und einer Filtration F auf A besteht.A
Sei A ein filtrierter lokaler Ring und xeA ein Element. Dann ist

die Ordnung von x beztglich der Filtration F definiert alsA
dord(x)= ord (x):= sup{deN:xeF }.F AA

Ein Homomorphismus filtrierter lokaler Ringe A,B ist ein lokaler

Homomorphismus f:A------LB lokaler Ringe mit

d df(F )c FA B

ftr alle deN.

(1.2) KONVENTION

Soweit nicht etwas anderes ausgesagt wird, werden im Folgenden

filtrierte lokale Ringe als koendlich filtriert angenommen.

(1.3) BEMERKUNG

Die wohl wichtigsten Beispiele liefern die lokalen Ringe, die mit

ihrer kanonischen Filtration F mitA
d dF := mA

ftr deN versehen sind. Es sei bemerkt, dab die Homomorphismen

kanonisch filtrierter lokaler Ringe nichts anderes sind, als die

lokalen Homomorphismen.

Wir werden uns jedoch nicht auf diese Situation einschranken.

Dies wird dadurch gerechtfertigt, dab die Aussagen dieser Arbeit
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im allgemeinen ftr relativ grobe Klassen von Filtrationen gelten.

Weitaus wichtiger ist jedoch, dab man, wie wir sehen werden, mit

Hilfe einer Filtration, die einem gegebenen lokalen Ring in gewis-

ser Weise angepabt (und im allgemeinen nicht die kanonische) ist,

Ergebnisse tber diesen Ring gewinnen kann, die tberhaupt nichts

mit Filtrationen zu tun haben.

Die folgenden Beispiele stellen Klassen von Filtrationen dar,

die im Weiteren eine Rolle spielen werden.

(1.4) BEISPIELE

a) Seien (A,m) ein lokaler Ring und Icm ein Ideal in A. Dann heibt

die Filtration mit

d dF := IA

ftr deN I-adische Filtration auf A. Offenbar ist die m-adische

Filtration gerade die kanonische.

Die I-adische Filtration ist koendlich genau dann, wenn es eine
knattrliche Zahl keN gibt mit m c Ic m, also wenn rad(I)= m ist.

nb) Sei E= (E ) eine Folge von Teilmengen E c N mit folgendend deN d
Eigenschaften.

(a) Ist (a ,...,a )e E und b > a ,...,b > a , so gilt auch1 n d 1 1 n n
(b ,...,b )e E .1 n d
(b) Es gilt E b E ftr alle ieN.i i+1
(c) Es gilt E +E c E ftr beliebige i,jeN.i j i+j
(d) Es ist (0,...,0)e E \E .0 1

Dann heibt E filtrierende Exponentenfamilie oder einfach filtrie-

rende Familie.

Seien weiterhin (A,m) ein lokaler Ring und x=(x ,...,x ) ein1 n
n-Tupel von Elementen aus m. Wir setzen

d aF := S x AA aeEd dDann ist F :=(F ) eine Filtration auf A und heibt durch x defi-A A deN
nierte E-Filtration auf A.

Ist erstens der Faktorring

A/(x ,...,x )1 n

von endlicher Lange und existiert zweitens eine nattrliche Zahl k

mit

kQe e Ei 1
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ftr i=1,...,n, in welchem Falle wir E eine koendlich filtrierende

Familie nennen, so ist F koendlich. Hierbei bezeichnet e denA i
i-ten Einheitsvektor. Es sei bemerkt, dab die erste Bedingung ftr

die Koendlichkeit auch notwendig ist.

Eine Filtration F auf einem lokalen Ring (A,m) heibt monomialA
in dem n-Tupel x=(x ,...,x ) von Elementen aus m, wenn sie ftr eine1 n
filtrierende Familie E die durch x definierte E-Filtration ist.

Sei nun F eine beliebige Filtration auf einem lokalen Ring (A,m)A
und x=(x ,...,x ) ein n-Tupel von Elementen aus m. Dann definieren1 n
F und x in der folgenden Weise eine filtrierende Familie E.A a an 1 n dE := {(a ,...,a )eN : x Q...Qx eF }d 1 n 1 n A

Selbstverstandlich ist die durch x definierte E-Filtration im all-

gemeinen feiner als F und stimmt mit dieser genau dann tberein,A
wenn F monomial in x ist.A
c) Sei q=(q ,...,q ) ein n-Tupel positiver reeller Zahlen, (A,m)1 n
ein lokaler Ring und x=(x ,...,x ) ein n-Tupel von Elementen aus m.1 n
Wir setzen
d aF := S x A.A <a,q>>d dDann ist F :=(F ) eine Filtration auf A und heibt durch x defi-A A deN

nierte q-Filtration auf A.

F ist koendlich genau dann, wenn der FaktorringA
A/(x ,...,x )1 n
endliche Lange besitzt.

Selbstverstandlich ist die durch x definierte q-Filtration auch

eine durch x definierte E-Filtration, wenn man ftr die filtrierende

Familie E
nE := {(a ,...,a )eN : <(a ,...,a ),(q ,...,q )>>d}d 1 n 1 n 1 n

setzt.

Eine Filtration F auf einem lokalen Ring (A,m) heibt quasi-A
homogen in dem n-Tupel x=(x ,...,x ) von Elementen aus m, wenn sie1 n
ftr ein n-Tupel q positiver reeller Zahlen die durch x definierte

q-Filtration ist.

d) Sei A ein filtrierter lokaler Ring und f:(A,m)------L(B,n) ein

lokaler Homomorphismus lokaler Ringe. Dann definiert
d dF := f(F )BB A

eine nicht notwendig koendliche Filtration auf B, die Bild-

filtration heibt. Ist f eine Surjektion, so ist F automatischB
koendlich.
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Soweit nicht etwas anderes ausgesagt wird, werden Faktorringe von

filtrierten lokalen Ringen als mit der Bildfiltration versehen

betrachtet.

(1.5) DEFINITIONEN

Sei A ein filtrierter lokaler Ring. Dann wird die direkte Summe
d d+1s F /FdeN A A

mit der Multiplikation
, ,d+1 , d +1 , d+d +1(a mod F )Q(a mod F ):= (aa mod F )A A A,d , dftr aeF , a eF versehen, zu A assoziierter graduierter RingA A

genannt und mit gr (A) oder gr(A) bezeichnet.FASei M ein Modul tber dem filtrierten lokalen Ring A. Dann wird

die direkte Summe

d d+1s F M/FdeN A A

mit der Multiplikation mit Elementen aus gr (A)FA, ,d+1 d +1 d+d +1(a mod F )Q(m mod F M):= (am mod F )A A A
,d dftr aeF , meF M versehen, zu M assoziierter graduierter gr (A)-A A FAModul genannt und mit gr (M) oder gr(M) bezeichnet.FASei f:A------LB ein Homomorphismus filtrierter lokaler Ringe. Dann wird

din kanonischer Weise, das heibt ftr aeFA
d+1 d+1(a mod F )9L(f(a) mod F )A B

ein graduierter Ringhomomorphismus

gr(f): gr (A)------Lgr (B)F FA B
induziert.

Sei I ein Ideal in dem filtrierten lokalen Ring A. Dann induziert

der nattrliche Homomorphismus p:A------LA/I eine kanonische Surjektion

d d+1gr(p): gr (A)------Lgr (A/I)= gr (A/I)= s F +I/F +I.F F F deN A AA A/I A
Deren Kern heibt Anfangsformenideal von I in gr (A) und wird mitFAgr (I,A) oder gr(I,A) bezeichnet. Wir bemerken, dabFA d d+1 d+1gr (I,A)= s F n(F +I)/FF deN A A AA d d+1 d+1= s InF +F /FdeN A A A

d d+1= s InF /InFdeN A A

gilt.
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(1.6) DEFINITIONEN

Sei A ein filtrierter lokaler Ring. Dann heibt die Funktion

H : N------LN mitA d d+1H (d):= l (F /F )A A A A
Hilbertfunktion von A.

iDie i-te Summentransformierte H der Hilbertfunktion von A istA0definiert durch H := H undA Adi+1 iH (d):= S H (j)A Aj=0
ftr i,deN.

1Die erste Summentransformierte H der Hilbertfunktion von AA
heibt auch Hilbert-Samuel-Funktion von A.

(1.7) BEMERKUNGEN
d d+1Da F eine koendliche Filtration ist, ist l (F /F ) tatsachlichA A A A

endlich. Die Definitionen der Hilbertfunktion und ihrer Summen-

transformierten sind also sinnvoll.

Es sei bemerkt, dab ftr die Hilbert-Samuel-Funktion des filtrier-

ten lokalen Rings A
1 d+1H (d)= l (A/F )A A A

gilt.

Ist A ein I-adisch filtrierter lokaler Ring (und folglich

rad(I)= m), so gibt es ein Polynom h e Q[X] mit H (d)= h (d) ftrA A Ai i id.0. Entsprechend existieren Polynome h e Q[X] mit H (d)= h (d)A A Aiftr d.0. Wir nennen h Hilbertpolynom und h i-te Summentrans-A A1formierte des Hilbertpolynoms von A. h heibt auch Hilbert-Samuel-A
Polynom von A. Ftr die Grade dieser Polynome gilt bekanntlich

i 1deg(h )= n+i-1, speziell also deg(h )= n-1 und deg(h )= n, wenn manA e (A)1 n In:= dim A setzt. Der Koeffizient von h bei X labt sich als ------------------------------A n!
schreiben. Dann ist e (A) eine positive ganze Zahl und heibt Multi-I
plizitst des Ideals I im lokalen Ring A. Ist I=m das maximale

Ideal, so schreiben wir statt e (A) einfach e(A) und nennen dieseI
Zahl Multiplizitst des lokalen Rings A.

Im Folgenden werden Funktionen H:N------LN mit ihrer assoziierten

formalen Potenzreihe
8 dH= S H(d)T e Z[T]
d=0

identifiziert. Ist A ein filtrierter lokaler Ring, so werden wir
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insbesondere von dessen Hilbertreihe H , deren i-ter Summen-Ai 1transformierten H und ftr i=1 von der Hilbert-Samuel-Reihe HA A
von A sprechen. Wir bemerken, dab

i 0 -iH = H Q(1-T)A A
,gilt. Seien H,H :N------LN zwei Funktionen. Unter deren Produkt verste-

hen wir immer das Produkt im Sinne der assoziierten Potenzreihen,

also

, ,(HQH )(d)= S H(i)QH (j).
i+j=d

Dies ist der eigentliche Vorteil unserer Identifikation, denn Pro-

dukte dieser Art treten im Folgenden haufiger auf.

Eine Ungleichung zwischen formalen Potenzreihen soll stets im

Sinne der totalen Ordnung verstanden werden, das heibt es sei
8 8n , nS H(n)T < S H (n)T
n=0 n=0
genau dann, wenn

,H(n)< H (n)

ftr alle neN gilt.

Sei f:A------LB ein Homomorphismus filtrierter lokaler Ringe. Dann

gehoren zu f in naheliegender Weise drei Hilbertreihen, namlich

H , H und H , wobei B := B/mB die (spezielle) Faser von f be-A B B 00zeichnet. m sei hierbei das maximale Ideal von A. (Selbstverstand-

wird B mit der Bildfiltration von F versehen.) Der folgende Satz0 B
gibt eine Ungleichung ftr diese drei Reihen an und untersucht die

Frage, wann Gleichheit eintritt.

(1.8) SATZ

Sei f:A------LB ein Homomorphismus filtrierter lokaler Ringe mit der

Faser B .0
(i) Dann gilt

1 1 0H < H QH .B A B0
(ii) Folgende Aussagen sind aquivalent.

1 1 0(a) Es gilt H = H QH .B A B0(b) Der Homomorphismus

gr(f):gr(A)------Lgr(B),

der durch f:A------LB induziert wird, ist flach.
1 1(c) Der Modul gr (B/F B) ist A/F -flach und es gibt einenF A A
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Bgraduierten A-Modul-Schnitt

1s:gr (B/F B)------Lgr (B)F A FB B 1der kanonischen Surjektion gr (B)------Lgr (B/F B) derart, dab derF F AB Binduzierte Homomorphismus

1gr (A)t gr (B/F B)------Lgr (B)F A F A FA B B
graduierter Moduln tber gr (A) injektiv ist.FA(In diesem Falle ist er ein Isomorphismus ftr jeden graduierten

Schnitt s.)
1 1(d) gr (B/F B) ist flach tber A/F , die kanonische SurjektionF A AB

gr (A)t B(k)------Lgr (B)t B(k)F A F BA Ak+1mit B(k):= B/F ist bijektiv ftr alle keN und es giltB
i i+k+1 i k+1 i+1 i+k+10= D(i,k):= (F BnF )/(F F +F BnF )A B A B A B

ftr alle i,keN. (Wir bemerken, dab die kanonische Surjektion

gr (A)t B(k)------Lgr (B)t B(k) aus der kanonischen SurjektionF A F BA Agr (A)t B------Lgr (B) durch Tensorieren mit B(k) tber B entsteht.)F A FA AB e w e i s: (i) Dies ergibt sich aus [He-2], Theorem (4.2).

(ii) (a)5(b)5(c) folgt aus [He-2], Theorem (4.5).

(b)5(d) Nach [He-2], Theorem (2.7) ist (b) aquivalent dazu, dab
1 1gr(B/F B) flach tber A/F ist und die kanonischen SurjektionenA Ai igr (A)t B(k)------Lgr (B(i+k)), die durch die Multiplikation indu-F A FA Aziert werden, bijektiv sind ftr alle i,keN. Nun gilt jedoch

i i i+k+1 i+1 i+k+1gr (B(i+k)) = F (B/F )/F (B/F )F A B A BA i i+k+1 i+1 i+k+1= F B+F /F B+FA B A B
i i+1 i i+k+1= F B/F B+F BnFA A A B

und
i i+1 k+1gr (B)t B(k)= s F B/F B t B/FF B ieN A A B BA i i+1 i k+1= s F B/F B+F F ,ieN A A A B

so dab diese Bijektivitat genau dann eintritt, wenn
i igr (A)t B(k)------Lgr (B)t B(k) bijektiv ist und die anschliebendeF A F BA ASurjektion die Identitat. Letzteres bedeutet aber gerade
i i+k+1 i+1 i k+1 i i+k+1 i+1 i+k+1 i k+1F BnF c F B+F F , also F BnF = F BnF +F F .A B A A B A B A B A B

Q.E.D.
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(1.9) DEFINITION

Ein Homomorphismus f:A------LB filtrierter lokaler Ringe heibt

tangential flach, wenn der assoziierte Homomorphismus graduierter

Ringe

gr(f):gr(A)------Lgr(B)

flach ist.

(1.10) BEMERKUNGEN

Die aquivalenten Bedingungen aus Satz (1.8.ii) bedeuten also

jeweils die tangentiale Flachheit des Homomorphismus f.
1 1Die Flachheit von gr (B/F B) tber A/F ist aquivalent zur Flach-F A ABheit der Homomorphismen

1 1 dA/F ------LB/F B+F ,A A B

die durch f induziert werden, ftr alle deN.

B e w e i s: Wir bemerken zunachst die folgenden beiden Fakten.

(i) Eine direkte Summe s M von Moduln tber einem Ring R istleL l
flach genau dann, wenn alle Moduln M R-flach sind.l, ,,(ii) Ist 0------LM ------LM ------LM ------L0 eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln

,, ,und sind M und M flach, so ist auch M flach.
R((i) folgt aus [Ma], Theorem 7.8 und aus der Tatsache, dab Tor1

mit direkten Summen kommutiert. (ii) ergibt sich aus der exakten
R ,, R , RSequenz 0=Tor (M ,R)------LTor (M ,R)------LTor (M,R)=0 und ebenfalls aus2 1 1

[Ma], Theorem 7.8.)

Desweiteren gilt

1 d 1 d+1 1gr (B/F B)= s F (B/F B)/F (B/F B)F A deN B A B AB d 1 d+1 1= s F +F B/F +F B.deN B A B A

Nunmehr ergibt sich "6" aus (i), der Exaktheit von

d 1 d+1 1 d+1 1 d 10------LF +F B/F +F B------LB/F +F B------LB/F +F B------L0B A B A B A B A

und [Ma], Theorem 7.9 sukzessiv ftr alle deN. Die Umkehrung "4" er-

gibt sich aus der gleichen exakten Sequenz, mittels (ii) und (i).

Q.E.D.

Ist f:A------LB ein tangential flacher Homomorphismus filtrierter loka-

ler Ringe, so ist gr(B) sogar gr(A)-frei mit homogenen Erzeugenden.

B e w e i s (vgl. [He-2], Theorem 5.2): Nach Satz (1.8.ii.c) gilt

1gr (B)= gr (A)t gr (B/F B)F F A F AB A B
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1= gr (A)t gr (B/F B),F 1 F AA A/F BA
denn auf beiden Seiten des Tensorprodukts stehen in Wirklichkeit

1 1A/F -Moduln. Nun ist A/F ein lokaler Ring mit nilpotentem maxi-A A1 1malen Ideal und gr (B/F B) ist flach tber A/F . NachF A AB 1 1[Ma], Theorem 7.10 ist gr (B/F B) sogar A/F -frei. Dies liefertF A ABdie Behauptung.

Q.E.D.

Das folgende Lemma ist lediglich eine Umformulierung der eben

bewiesenen Aussage. Ist F eine Filtration auf dem lokalen Ring A,A
so werden hierbei und im Weiteren aus technischen Grtnden Ausdrtcke

dvom Typ F mit d<0 benotigt. Diese sind als das Einsideal von A zuA
deuten.

(1.11) LEMMA

Sei f:A------LB ein Homomorphismus filtrierter lokaler Ringe. Dann sind

folgende Aussagen aquivalent.

(i) f ist tangential flach.

(ii) Es gibt eine Familie (b ) von Elementen aus B, die, wenni ieI
man d(i):= ord(b ) setzt, folgende Bedingungen erftllt.i

d(a) Bc S Ab +F ftr alle deN.i BieI d d-d(i)(b) S a b eF mit a eA ftr alle ieI impliziert, dab a eFi i B i i AieI
ftr alle ieI gilt.

,(iii) Es gibt eine Familie (b ) , von Elementen aus B, die,i ieI, ,wenn man d (i):= ord(b ) setzt, ftr jedes deN einen Isomorphismusi,d-d (i) df : s ,(A/F )------LB/Fd ieI B
,mit (a ) ,9L S a b induziert.i ieI , i iieI

B e w e i s (vgl. [He-2], Lemma 1.17): (i)6(ii) gr(B) ist gr(A)-

frei mit homogenen Erzeugenden. (b ) wird so gewahlt, dab b eBi ieI i
solche Erzeugende reprasentieren. Dies liefert ftr ein beliebiges

dElement beFB
d-d(i) d+1be S F b +F .A i BieI d d-d(i)Es gilt also F e S F b , woraus man (a) iterativ gewinnt.B A iieI dNehmen wir nun an, Bedingung (b) sei ftr einen Ausdruck S a b eFi i BieInicht erftllt, also j:= min {ord(a )+d(i): ieI}< d. Nun reprasen-i

tieren b linear unabhangige Elemente aus gr(B), S a b jedoch dasi i i
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j j j+1 ieINullelement von gr (B)= F /F . Folglich reprasentiert a dasB B ij-d(i) j-d(i) j-d(i)+1Nullelement aus gr (A)= F /F , das heibt es giltA Aj-d(i)+1a eF im Widerspruch zur Definition von j.i A , , ,(ii)6(iii) Wir setzen I := I und b := b ftr alle ieI . Die Abbil-i id(i) ,dungen f sind wegen b eF ftr alle ieI wohldefiniert,d i A
wegen (a) surjektiv und wegen (b) injektiv.

(iii)6(i) Wir betrachten folgendes kommutative Diagramm mit

exakten Zeilen.
, , ,d-d (i) d+1-d (i) d-d (i)0------L s ,gr (A)------L s ,A/F ------L s ,A/F ------L0ieI ieI A ieI A

1 1 11 1 1< < <d d+1 d0------------------------------Lgr (B)------------------------------------------------------------------LB/F ------------------------------------------------------------------LB/F ------------------------------------------L0B B
Die vertikalen Homomorphismen rechts und in der Mitte sind bijek-

tiv, also auch der vertikale Homomorphismus links. Die direkte

Summe tber alle deZ liefert einen Isomorphismus
,s , gr(A)[-d (i)]------Lgr(B),ieI

das heibt gr(B) ist gr(A)-frei und damit f tangential flach.

Q.E.D.

(1.12) FOLGERUNGEN

(i) "Basiswechsel" Sei f:A------LB ein tangential flacher Homomorphis-

mus filtrierter lokaler Ringe und IcA ein echtes Ideal. Dann ist

ftA/I: A/I------LB/IB

ebenfalls tangential flach.

(ii) "lokales Kriterium" Sei f:A------LB ein Homomorphismus filtrierter

lokaler Ringe und (I ) eine Folge echter Ideale in A derart,j jeNddab ftr jedes F ein j existiert mitAdI cF .j A
Dann sind folgende Aussagen aquivalent.

(a) f:A------LB ist tangential flach.

(b) ftA/I : A/I ------LB/I B ist tangential flach ftr alle j.j j j
(iii) Sei f:A------LB ein tangential flacher Homomorphismus filtrierter

lokaler Ringe und I ein echtes Ideal in A. Dann gilt

gr (IB,B)= gr (I,A)Qgr (B)F F FB A B
oder, aquivalent dazu, ftr alle deN

d r s d+1IBnF = S (InF )F + IBnF .B A B Br+s=d
(iv) Sei f:A------LB ein tangential flacher Homomorphismus filtrierter

dlokaler Ringe und I ein Ideal in A derart, dab F cI ftr einA



11

gewisses deN gilt. Dann ist die Vervollstandigung

^ d(B/IB) = lim (B/IB)/F (B/IB)J------------------ Bd
flach tber A/I.

(v) Sei f:A------LB ein Homomorphismus artinscher filtrierter lokaler

Ringe mit der Faser B . Dann sind folgende Aussagen aquivalent.0

(a) f ist tangential flach.

0 0 0(b) Es gilt H >H H .B A B00 0 0 d d(c) Es gilt H <H H und B/ n F ist flach tber A/ n F .B A B B A0 deN deN
B e w e i s (vgl. [He-2], Theorem (2.5), Corollary (2.8),

Lemma (3.2.1.), Theorem (4.8)): (i) Wir nutzen die zur tangen-

tialen Flachheit aquivalente Bedingung (iii) aus Lemma (1.11).,d-d (i) dWir haben also Isomorphismen f : s , (A/F )------LB/F und es istd ieI A B
zu zeigen, dab die induzierten Homomorphismen

d-d (i) ds [(A/I)/F (A/I)]------L(B/IB)/F (B/IB) ebenfalls IsomorphismenieN A B
sind. Sie stimmen jedoch mit den Basiswechseln f tA/I tberein.d
(ii) Die Implikation (a)6(b) ergibt sich aus (i). Zeigen wir also

(b)6(a). Nach Voraussetzung gilt

1 1 0H (d)= S H (r)H (s).B/I B A/I Bj r+s=d j 0 d+1ftr alle d,jeN. Ftr gewisses j gilt jedoch I cF und damitj A1 1 1 1H (r)= H (r) ftr r<d und H (d)= H (d). Dies liefertA/I A B/I B Bj j1 1 0H = H H , also die tangentiale Flachheit von f.B A B0(iii) gr(B) ist gr(A)-frei mit homogenen Erzeugenden, es gibt also

einen graduierten Isomorphismus

,s , gr(A)[-d (i)]------Lgr(B).ieI

Dieser induziert nach (i) einen entsprechenden Isomorphismus ftr

ftA/I. Andererseits kann man auch den Funktor t gr(A)/gr(I, A)gr(A)
anwenden, so dab wir folgendes kommutative Diagramm erhalten.

,s ,gr(A/I)[-d (i)]------------------------------------------------------------------Lgr(B/IB)ieI I I1 11 11 1,s ,(gr(A)/gr(I,A))[-d (i)]------------------Lgr(B)/gr(I,A)gr(B)ieI
Der vertikale Homomorphismus auf der linken Seite ist bijektiv,

also auch der vertikale Homomorphismus auf der rechten Seite.

gr(I,A)Qgr(B)= gr(IB,B) ist bewiesen.

Nach Definition der Anfangsformenideale ist dies aquivalent zu den

Identitaten
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r s d+1 d d+1S (InF )F + F = IBnF + FA B B B Br+s=d
ftr alle deN. Die Inklusionen "c" sind trivial, es bleibt also nur

d r s d+1IBnF c S (InF )F +FB A B Br+s=d
zu untersuchen, was offenbar zu den behaupteten Identitaten aqui-

valent ist.

(iv) Wir betrachten die Isomorphismen f aus Lemma (1.11.iii),d
tensorieren tber A mit A/I und betrachten inverse Limites tber d.

,^ d-d (i)(B/IB) = lim[ s , A/(I+F )]J------------------ ieI Ad 8 d-j= lim p [ ,s, A/(I+F )]J------------------ ieI,d (i)=j Ad j=08 d-j= p lim[ ,s, A/(I+F )]J------------------ ieI,d (i)=j Aj=0 d8
= p s A/I, ,j=0 ieI,d (i)=j

d-jWir haben benutzt, dab ftr j.0 F = A gilt, inverse Limites unter-A d-jeinander kommutieren und dab ftr d.0 F cI ist. Nach [Ma], Exer-A
cise 7.4 sind jedoch direkte Produkte flacher Moduln tber noether-

schen Ringen flach. Dies liefert die Behauptung.
d d(v) Ersetzt man A durch A/ n F und B durch B/ n F , so andernA BdeN deN dsich die untersuchten Aussagen nicht. Nehmen wir also n F = (0)Ad deNund n F = (0) an.BdeN 1 1 0 0 0 0(a)6(c) H = H H impliziert H = H H (Multiplikation mit (1-T)).B A B B A B d0 0 0Da A artinsch ist, gibt es ein d eN mit F =(0), das heibt I=(0)0 A ^erftllt die Voraussetzung von (iv). Folglich ist B flach tber A.

d ^Da B artinsch ist, gilt F =(0) ftr d.0, also B = B. Dies liefertB
die Behauptung.

(c)6(b) Nach Voraussetzung gilt ftr alle deN

0 0 0H (d)< S H (i)H (j).B A Bi+j=d 0
Wir haben zu zeigen, dab ftr jedes d Gleichheit eintritt.

Summieren liefert
8 8 80 0 0S H (d)< S H (i)Q S H (j)B A Bd=0 i=0 j=0 0

Die linke Seite ist gleich l(B), die rechte Seite gleich

l(A)Ql(B ). Da A, B (und B ) artinsch sind, sind diese Groben end-0 0
lich. Es bleibt l(B)= l(A)Ql(B ) zu beweisen. Betrachten wir eine0
Kompositionsreihe A=M BM B...BM =(0) von A. Es mub M /M =A/m0 1 r i i+1
ftr alle i gelten. Da B flach ist, erhalten wir
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B=M t BBM t BB...BM t B=(0) mit M t B/M t B= A/mt B= B/mB= B .0 A 1 A r A i A i+1 A A 0
Es folgt l(B)= rQl(B )= l(A)Ql(B ).0 00 0 0 1 1 0(b)6(a) H >H H impliziert H >H H (Multiplikation mitB A B B A B8 0 0-1 i(1-T) = S T , was eine Reihe mit positiven Koeffizienten ist).

i=0Die umgekehrte Ungleichung ist Satz (1.8.i).

Q.E.D.

(1.13) BEMERKUNGEN

Die bisherigen Aussagen zur tangentialen Flachheit sind zum Teil

nicht voll befriedigend. Insbesondere gelingt es nicht, aus der

tangentialen Flachheit eines Homomorphismus dessen Flachheit zu

folgern. Man kann lediglich einige Abschwachungen hiervon zeigen.

wir mtssen uns daher auf eine speziellere Klasse von Filtrationen,

die sogenannten stark separierten Filtrationen einschranken.

Wir bemerken, dab eine Filtration F auf einem lokalen Ring sepa-
driert heibt, wenn n F = (0) gilt und ein separiert filtrierterdeN

lokaler Ring A vollstsndig heibt, wenn er mit seiner Vervollstandi-
^ dgung A := lim A/F tbereinstimmt.J------------------ Ad

(1.14) DEFINITION

Sei A ein lokaler Ring und F eine Filtration auf A. F heibtA A
stark separiert, wenn eine der folgenden aquivalenten Bedingungen

erftllt ist.
d(i) n F M= (0) ftr jeden endlichen A-Modul M.AdeN d(ii) n F (A/I)= (0) ftr jedes Ideal von A.AdeN k(iii) Ftr jede gegebene Potenz m des maximalen Ideals m von A

gibt es eine nattrliche Zahl d mit

d kF cm .A

B e w e i s der Aquivalenz der obigen Bedingungen: (i)6(ii) trivial
k(ii)6(iii) Sei I= m . Dann ist A/I artinsch, das heibt

d dn F (A/I)= (0) impliziert F (A/I)= (0) ftr d.0. Dies bedeutetA AdeNd kF c I= m .A 8d k(iii)6(i) Nach Voraussetzung gilt n F Mc n m M. Damit folgtAdeN k=1die Behauptung aus dem Krullschen Durchschnittssatz ([Ma],

Theorem 8.10).

Q.E.D.
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(1.15) BEISPIELE
8 da) Sei A ein filtrierter lokaler Ring derart, dab R(A):= s Fd=0 A

noethersch ist. Dann ist F stark separiert.A
B e w e i s: NeN sei so gewahlt, dab R(A) tber R(A)(0)= A von homo-

genen Elementen vom Grade hochstens N erzeugt wird. Dies liefert
i ikN 1 rF = S F Q...QF .A A Ai +...+i =kN1 r

0<i <Nn kN kEs mub offenbar r>k bei jedem Summanden gelten, woraus F cmA
folgt.

Q.E.D.

b) Sei (A,m) ein filtrierter lokaler Ring und E eine filtrierende

Familie derart, dab F die E-Filtratiom ist, die durch ein gewissesA
N-Tupel x= (x ,...,x ) von Elementen x em definiert wird. Dann sind1 N i
folgende Bedingungen aquivalent.

(i) F ist stark separiert.A

(ii) F ist separiert.A a a1 N d(iii) lim min {a +...+a : x Q...Qx e F \{0}}= 8.1 N 1 N AlL8 kB e w e i s: (iii)6(i) Sei eine Potenz m vorgegeben. Dann exis-a a1 N dtiert eine nattrliche Zahl d derart, dab x Q...Qx e F \{0}a a 1 N A1 N k da +...a > k, also x Q...Qx e m impliziert. Da diese Monome F1 N 1 N Ad kerzeugen, gilt F c m .A
(i)6(ii) trivial

(ii)6(iii) Da die Filtration F absteigt, ist die Funktion f mita A a1 N df(d):= min {a +...+a : x Q...Qa e F \{0}}1 N 1 N A
monoton wachsend. Angenommen, es ware lim f(d)$8. Dann gibt es ein

dL8
d eN derart, dab f(d) ftr d>d konstant ist. Dies bedeutet, ftr0 0
alle d>d gibt es ein Monom in x ,...,x vom Grade f(d ), das in0 1 N odF \{0} liegt. Da es nur endlich viele solche Monome gibt, gehortb b1 N deines, sagen wir x Q...Qx , zu unendlich vielen F \{0}. Dochb 1 b N A1 N ddann gilt 0$x Q...Qx e n F im Widerspruch zur Annahme.1 N AdeN Q.E.D.

Ist E eine filtrierende Familie mit

lim min {a +...+a : (a ,...,a )e E }= 8,1 N 1 N ddL8
so sind alle E-Filtrationen (stark) separiert. Wir nennen dann E

eine separiert filtrierende Familie.

c) Sei (A,m) ein (im Sinne der kanonischen Filtrationen) vollstan-
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diger lokaler Ring und F eine separierte Filtration auf A. DannA
ist F stark separiert nach dem Satz von Chevalley ([Ma],A
Exercise 8.7).

(1.16)PROPOSITION

Sei f:(A,m)------L(B,n) ein Homomorphismus filtrierter lokaler Ringe,

wobei F und F stark separiert seien. Dann sind folgende AussagenA B
aquivalent.

(i) f ist tangential flach.
1 1(ii) f ist flach, gr(B/F B) ist flach tber A/F und es giltA A dgr(IB,B)= gr(I,A)Qgr(B), wenn I eines der Ideale F mit deN ist.A

(iii) f ist flach und es gilt gr(IB,B)= gr(I,A)Qgr(B) ftr I=m und
dwenn I eines der Ideale F mit deN ist.A

B e w e i s (vgl. [He-2], Theoreme (3.2) und (3.4), wo bessere

Ergebnisse bewiesen werden): (i)6(ii) Wegen Folgerung (1.12.iii)

und Satz (1.8.ii.c) bleibt nur die Flachheit von f zu beweisen.
d ^ dNach Folgerung (1.12.iv) ist (B/F B) flach tber A/F . Da F starkA A B

separiert ist, betrachten wir eigentlich die n-adische Vervollstan-
d ^ ddigung, das heibt (B/F B) ist treuflach tber B/F B ([Ma],A Ad dTheorem 8.14). Folglich ist B/F B flach tber A/F ftr alle deN. DaA Ak kF stark separiert ist, ist B/m B flach tber A/m ftr alle keNA

(siehe (1.14.iii)). Nach dem lokalen Kriterium der Flachheit ([Ma],

Theorem 22.3) ist f:A------LB flach.

(ii)6(i) Wir wollen die Bedingungen von Satz (1.8.ii.d) beweisen.
1 1gr(B/F B) ist flach tber A/F nach Voraussetzung. Da f:A------LB flachA A

ist, sind die kanonischen Surjektionen gr (A)t B------Lgr (B) undF A FA Agr (A)t B(k)------Lgr (B)t B(k) bijektiv. Schlieblich implizieren dieF A F BA i A iIdentitaten gr(F B,B)= gr(F ,A)Qgr(B)A A
i i+k+1 i k+1 i+1 i+k+1F BnF = F F + F BnF ,A B A B A B

also D(i,k)= 0 ftr alle i,keN nach dem folgenden Lemma (1.17.ii).
1(ii)5(iii) Wir haben zu zeigen, dab Flachheit von gr(B/F B) tberA1A/F aquivalent zu gr(mB,B)= gr(m,A)Qgr(B) ist.A

Ersteres ist nach Bemerkung (1.10) aquivalent zur Flachheit von
1 1 d 1 1A/F ------LB/F B+F ftr alle deN. Da A/F ------LB/F B flach ist, bedeutetA A B A A

dies nach [Ma], Theorem 22.5 gerade, dab
1 d 1 1(F B+F /F B(LB/F B)t A/mA B A A A 1 d d 1injektiv ist. Hierzu aquivalent ist (F B+F )nmB= mF +F B, alsoA B B Ad d 1 d d 1 dmBnF c mF + F B und mBnF = mF + F BnF .B B A B B A B
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Die zweite Bedingung bedeutet nach dem folgenden Lemma (1.17.i)

gerade

d r s dmBnF = S F F + mF .B A B Br+s=d
r>0

1 1Ferner konnen wir gr(F B,B)= gr(F ,A)Qgr(B) annehmen, was analogA A1 d r s 1 dF BnF = S F F + F FA B A B A Br+s=d
r>0

ftr alle deN liefert. Die zweite Bedingung ist also zu
d 1 d dmBnF = F BnF + mF aquivalent. Dies liefert die Behauptung.B A B B

Q.E.D.

(1.17) LEMMA

Sei f:(A,m)------L(B,n) ein Homomorphismus filtrierter lokaler Ringe,

wobei F stark separiert ist.B
(i) I sei ein Ideal in A. Dann sind folgende Aussagen aquivalent.

(a) gr(I,A)Qgr(B)= gr(IB,B)
d r s(b) IBnF = S (InF )F ftr alle deNB A Br+s=di i(ii) gr(F ,A)Qgr(B)= gr(F B,B) ftr alle ieN impliziertA A

i i+k+1 i k+1 i+1 i+k+1F BnF = F F + F BnFA B A B A B

ftr alle i,keN.

B e w e i s (vgl. [He-2], Lemma (3.3.1)): (i) Nach Folgerung
d r s d+1(1.12.iii) ist (a) zu IBnF = S (InF )F + IBnF ftr alle deNB A B Br+s=d

aquivalent. (b)6(a) ist somit trivial.

(a)6(b) Iterieren der obigen Identitat liefert
d r s lIBnF = S (InF )F + IBnF ftr beliebiges leN. Ein Summand auf derB A B Br+s=d drechten Seite ist IF . Ftr diesen gilt mit gewissen p,q,leNB
d p q lIF b n (IB)b IBnn b IBnF ,B B

was die Behauptung liefert. Wir haben hierbei die Koendlichkeit

von F , das Lemma von Artin-Rees und die starke Separiertheit vonB
F ausgenutzt.B
(ii) Nach (i) erhalten wir
i i+k+1 r sF BnF = S F FA B A Br+s=i+k+1

r>i
und
i+1 i+k+1 r sF BnF = S F F ,A B A Br+s=i+k+1

r>i+1
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Hieraus folgt die Behauptung.

Q.E.D.

(1.18) SATZ

Sei f:(A,m)------L(B,n) ein Homomorphismus filtrierter lokaler Ringe

mit der Faser B = B/mB. A sei artinsch, F separiert und B vollstan-0 B
dig. Wir wahlen ftr jedes deN eine Familie (b ) von Elementend,j jeJd d daus F , deren Restklassen eine A/m-Vektorraumbasis von gr (B ) bil-B 0
den. Die Elemente b definieren dann einen A-Modul-Homomorphismusd,j

8
g: p ( s A)------LB , (a ) 9L S a b .d,j deN d,j d,jd=0 jeJ d,jd jeJd
Es gilt

(i) g ist surjektiv.

(ii) f:A------LB ist genau dann flach, wenn g bijektiv ist.

(iii) Ist f:A------LB flach, so betrachten wir folgende Aussagen.

(a) f:A------LB ist tangential flach.
8k k-d(b) Ftr jedes keN gilt F = p s F b .B A d,jd=0 jeJd(c) Ftr jedes Element b= S a b von B giltd,j d,jd,j

ord (a )> ord (b)- d ftr alle deN und jeJ .F d,j F dA B , , ,e,e,k,k e+e-d(d) Es gibt Elemente a e F , so dabd,j A, ,e,e,k,kb Qb , ,e S a be,k e,k d,j d,jd,j , ,gilt ftr alle e,e eN, keJ und k eJ ,.e e

Dann sind die Aussagen (a), (b) und (c) aquivalent und

implizieren (d).

B e w e i s: Zunachst bemerken wir, nach Beispiel (1.15.c) ist FB
und daher auch F stark separiert.B0
In den Reihen S a b stehen ftr jedes d nur endich vieled,j d,jd,j dSummanden, die jeweils dem Ideal F angehoren. Da B vollstandigB
ist, konvergieren die Reihen, wobei die Limites eindeutig bestimmt

sind, denn F ist separiert. g ist also wohldefiniert.B
(i) Da A artinsch ist, ist m nilpotent. Es gentgt also,

Bc im(g)+ mB zu zeigen, das heibt die Surjektivitat von gt A/m. DaA
m endlich erzeugt ist, kommutiert der Funktor t A/m mit direktenA
(Summen und) Produkten.

Wir erhalten
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8 ------------------------ ------------------------ ------------------------gt A/m: p ( s A/m)------L B/mB= B , (a ) 9L S a Qb ,A 0 d,j deN d,j d,jd=0 jeJ d,jd jeJd
wobei die Querstriche Restklassen modulo m bzw. mB andeuten. Da FB0separiert ist, sind die Limites der angegebenen Reihen eindeutig,

gt A/m wird also durch sie bereits bestimmt. Nach Wahl der bA d,j
gilt

d d+1F = S A/mQb + F .B d,j B0 jeJ 0d
Jedes Element von B labt sich somit in Gestalt einer Reihe8 ------------------------ ------------------------S ( S a Qb ) mit Koeffizienten aus A/m schreiben, wobei died,j d,jd=0 jeJdinneren Summen endlich sind. Also ist gtA/m surjektiv.

(ii) Sei f:A------LB flach. Wir wollen zunachst beweisen, dab gtA/m
------------------------ ------------------------ ------------------------bijektiv ist. Es ist zu zeigen, aus S a Qb = 0 mit a eA/md,j d,j d,jd,j------------------------ , ,folgt a = 0 ftr alle (d,j). Angenommen, dies sei nicht so. (d,j )d,j ------------------------------sei ein Paar mit minimaler erster Komponente und a , ,$ 0. Dann mub, d,j------------------------ ------------------------ d +1gelten S a , Qb , e F , woraus sich nach der Wahl der b aberd,j d,j B d,jjeJ , 0------------------------ da , = 0 und ein Widerspruch ergibt.d,j

Sei nun K der Kern von g. Wir erhalten eine exakte Sequenz von

A-Moduln
8 g0------LK------L p ( s A)------------LB------L0.
d=0 jeJd

Tensorieren mit A/m tber A liefert wieder eine exakte Sequenz
8 gtA/m0------LK/mK------L p ( s )------------------------------------LB/mB------L0.
d=0 jeJd

Man beachte hierbei, dab wegen der Flachheit von B tber A
ATor (B,A/m)= 0 gilt. Es mub also K/mK= 0 und folglich K= 0 gelten,1

denn m ist nilpotent. Also ist g bijektiv.

Sei nun g bijektiv. Dann ergibt sich die A-Flachheit von B daraus,

dab direkte Produkte flacher Moduln flach sind ([Ma], Exercise

7.4).

(iii) (a)6(c) Wir bemerken zunachst, die tangentiale Flachheit

von f liefert nach (1.12.iii)

gr(B )= gr(B)/gr(mB,B)0

= gr(B)/gr(m,A)gr(B)

= gr(B)t gr(A)/gr(m,A).gr(A)

Ferner ist gr(m,A) ein nilpotentes Ideal in gr(A), da m nilpotent
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ist. Ist also M ein gr(A)-Modul, so verschwindet

Mt gr(A)/gr(m,A)= M/gr(m,A)M nur dann, wenn M= 0 gilt.gr(A)
Wir betrachten nun den Homomorphismus graduierter gr(A)-Moduln

y d+1g: s gr(A)[-d]------Lgr(B) , (a ) 9L S a Q(b mod F )d,j d,j deN d,j d,j Bd,jjeJd
und wollen zeigen, dab er ein Isomorphismus ist. Aufgrund der Wahl

der b ist zunachstd,j
ygt gr(A)/gr(m,A): s A/m[-d]------Lgr(B ) ,gr(A) d,j 0
------------------------ ------------------------ ------------------------ d+1(a ) 9L S a Q(b mod F )d,j deN d,j d,j Bd,j 0jeJd

ein Isomorphismus. Damit gilt
y y0= coker(gt gr(A)/gr(m,A))= (coker g)t gr(A)/gr(m,A),gr(A) gr(A)y ydas heibt coker g = 0, so dab g surjektiv ist. Nun ist folgende

Sequenz exakt.
yy g0------Lker g ------L s gr(A)[-d]------------Lgr(B)------L0.d,j

Tensorieren mit gr(A)/gr(m,A) liefert wiederum eine exakte Sequenz

y0------------------L(ker g)t gr(A)/gr(m,A)------------------------QQQgr(A)
ygt gr(A)/gr(m,A)gr(A)QQQ------------------L s A/m[-d]------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------Lgr(B )------L0.d,j 0

Man beachte, wegen der tangentialen Flachheit von f gilt
gr(A)Tor (gr(A)/gr(m,A), gr(B))= 0.1 y yWir erhalten (ker g)t gr(A)/gr(m,A)= 0, also ker g = 0, so dabgr(A)yg auch injektiv ist.

Betrachten wir nun Aussage (c). Wir nehmen indirekt an, es sei

b= S a b mit min (ord (a )+d)= l< ord (b). Bezeichned,j d,j F d,j Fd,j d,j A B
, ,b := S a bd,j d,jd,j

die Summe tber alle Paare (d,j), wo dieses Minimum angenommem wird.
, , lEs gentgt offenbar ord (b )= l zu zeigen. Tatsachlich ist b eFF BBund

, l+1 l-d+1 d+1b mod F = S (a mod F )Q(b mod F )$ 0,B d,j A d,j Bd,j
yda g bijektiv ist. 8k k-d(c)6(b) Wir haben lediglich F c p s F Qb zu zeigen, dennB A d,jd=0 jeJd kdie umgekehrte Inklusion folgt aus der Abgeschlossenheit von FBkbeztglich der durch F auf B induzierten Topologie. Sei beF . NachB B
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(i) gibt es eine Darstellung b= S a b , wobei nach (c) geltend,j d,jd,jmub

ord (a )> ord (b)-d> k-d.F d,j FA B8 k-dDies liefert be p s F Qb .A d,jd=0 jeJd
(b)6(a) g induziert Isomorphismen
8 k-d kp s gr (A)------Lgr (B).
d=0 jeJd 8 k 8k-d k-d k-dHierbei gilt p s gr (A)= s s gr (A)= s s gr (A).jeJ jeJd=0 jeJ d=0 d d=0 ddZusammengesetzt erhalten wir einen Isomorphismus von gr(A)-Moduln

8s s gr(A)[-d]------Lgr(B).d=0 jeJ
dDer gr(A)-Modul gr(B) ist somit frei, also auch flach.

(c)6(d) Wegen (i) kann man die Koeffizienten wenigstens so wahlen,

dab sie in A liegen. Nach (c) liegen sie in den angegebenen

Idealen.

Q.E.D.

(1.19) BEISPIEL

Seien K ein Korper und a,b,c,d,X,Y,Z Unbestimmte. Wir setzen
2A:= K[[a,b,c,d]]/(b ,bc),

B:= A[[X,Y,Z]]/(f ,f ,f ,f )1 2 3 4
mit

2 2 3f := X +aX, f := XY+bX, f = Y +cY, f := Z +d.1 2 3 4
F sei die durch x:= (a,b,c,d,X,Y,Z) auf K[[a,b,c,d,X,Y,Z]] defi-

1nierte q-Filtration mit q:= (1,1,1,1,1,1,------) und ee{1,2}. F sei diee B
Bildfiltration von F, F die Bildfiltration der Einschrankung von FA
auf K[[a,b,c,d]].

Dann ist B flach tber A, jedoch nicht tangential flach.

Zum Beweis der Flachheit benotigen wir das folgende Lemma.

(1.20) LEMMA

Sei f:(A,m)------L(R,M) ein flacher lokaler Homomorphismus lokaler
nRinge, seR ein n-Tupel von Elementen aus R und I:= sR das von

diesen erzeugte Ideal. Dann sind folgende Aussagen aquivalent.

(i) B:= R/I ist flach tber A.

(ii) Jede Relation modulo mR von s labt sich zu einer Relation
nvon s anheben, das heibt ftr jedes n-Tupel reR mit <r,s>_0 mod mR
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, n , , nexistiert ein r eR mit <r,s>= 0 und r _ r mod mR .

B e w e i s des Lemmas (vgl. [T]): Aussage (i) ist nach [Ma], Theo-

rem 22.5 aquivalent zur Injektivitat von (I(LR)t A/m, also zuA
mI= mRnI.

(i)6(ii) Es gilt <r,s>e mRnI= mI, das heibt es gibt ein n-Tupel
n ,xeR von Elementen aus mR mit <r,s>= <x,s>. Man kann r := r-x

setzen.

(ii)6(i) Es gentgt offenbar mRnIc mI zu zeigen. Sei aemRnI. Dann
ngilt a= <r,s> mit einem gewissen n-Tupel reR . Wegen

, n , , n<r,s>= a_ 0 mod mR gibt es ein r eR mit <r,s>=0 und r _ r mod mR .

Es folgt
,a= <r,s>= <r-r,s>e mI.

Q.E.D.

B e w e i s der Aussage des Beispiels (1.19): Zeigen wir zunachst

die Flachheit von B tber A. Sei R:= A[[X,Y,Z]] und

I:= (f ,f ,f ,f )R. Die f := (f mod mR) betrachten wir als Ele-1 2 3 4 j0 j
mente von R := K[[X,Y,Z]] und haben Erzeugende r ihres Syzygien-0 i0
moduls anzuheben. (Triviale Syzygien lassen sich offenbar anheben.

Wir lassen sie daher weg.)

Die Behauptung ergibt sich nun aus der folgenden Tabelle.
2 2 3f X XY Y Zj0 2 2 3f X +aX XY+bX Y +cY Z +dj

r Y -X10
r Y+b -X-a1

r Y -X20
r Y-b+c -X2

Angenommen, B ware tangential flach. Nach Basiswechsel konnen wir
2annehmen, es ware A= K[[a,b,c,d]]/(a,b,c,d) ein artinscher Ring.

Dann mtbte die Aussage (d) von Satz (1.18.iii) gelten. Wir bemer-
2 2 3ken, hier ist B = K[[X,Y,Z]]/(X ,XY,Y ,Z ).0

Sei e= 1. Als Familien im Sinne von Satz (1.18) wahlen wir {1},
2 2 2 2{X,Y,Z}, {XZ,YZ,Z }, {XZ ,YZ }, o, ... . ZQZ = -dQ1 mit ord(Z)= 1,

2ord(Z )= 2, ord(1)= 0 erfordert ord (-d)> 3.FA
Sei e= 2. Als Familien im Sinne von Satz (1.18) wahlen wir {1,Z},

2 2 2 2 2 2{X,Y,XZ,YZ,Z }, {XZ ,YZ }, o, ... . Z QZ = -dQZ mit ord(Z )= 1,

ord(Z)= 0 erfordert ord (-d)> 2.FA
Wir haben in beiden Fallen Widersprtche erhalten.
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Q.E.D.

(1.21) SATZ

Sei f:(A,m)------L(B,n) ein flacher lokaler Homomorphismus filtrierter

lokaler Ringe mit der Faser B , wobei F stark separiert ist. f ist0 B
tangential flach genau dann, wenn die folgenden Bedingungen erftllt

sind.

(i) Ftr jedes aeA und jedes beB mit ord (b)= ord (b ) giltF F 0B B0ord (ab)= ord (a)+ ord (b).F F FB A B
Dabei bezeichnet b die Restklasse von b in B .0 0
(ii) Bedingung (i) bleibt erhalten, wenn man f durch ft A/I ftrA
jedes echte Ideal ICA ersetzt.

B e w e i s (vgl. [He-2], Theorem (5.2)): Sei f tangential flach.

Nach Folgerung (1.12.i) gentgt es (i) zu beweisen. Seien also aeA,

beB wie in der Voraussetzung gewahlt. Wir konnen

k:= ord (A)< 8 , l:= ord (b)= ord (b )< 8F F F 0A B B0
annehmen. Es sei bemerkt, dab die Ungleichung ">" trivialerweise

k+l+1gilt. Ersetzt man f durch ft A/F , so bleiben alle Voraus-A A
setzungen des Satzes erhalten, ebenso die Ordnungen auf der rechten

Seite, wahrend die Ordnung auf der linken Seite wachsen kann. Wir

konnen daher A artinsch annehmen. Ersetzt man B durch dessen
^Vervollstandigung B (die wegen der starken Separiertheit mit der

n-adischen Vervollstandigung tbereinstimmt), so bleiben ebenfalls
^alle Voraussetzungen (man beachte, B(LB ist flach) und alle Ord-

nungen erhalten. Wir konnen B daher vollstandig annehmen und somit

Satz (1.18) anwenden.

b gehort zu einem gewissen System (b ) im Sinne diesesd,j deN,jeJdSatzes. Aussage (iii.c) liefert ord (a)> ord (ab)- ord (b), alsoF F FA B Bdie Behauptung.

Die Umkehrung wird im Folgenden nicht benotigt. Wir verzichten

daher auf den Beweis und verweisen auf [He-2].

Q.E.D.

(1.22) BEISPIEL

Seien K ein Korper und a,b,c,d,X,Y,Z Unbestimmte. Wir setzen
2A:= K[[a,b,c,d]]/(b ,bc)

B:= A[[X,Y,Z]]/(f ,f ,f ,f ,f )1 2 3 4 5
mit
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2 2 2 3f := X +aX , f := XY+bX , f := Y +cY , f := XZ +dX , f := Z +dZ.1 2 3 4 5
F und F seien die kanonischen Filtrationen.A B
Dann ist B flach tber A, jedoch nicht tangential flach.

B e w e i s: Wir zeigen die Flachheit nach Lemma (1.20). Sie ergibt

sich aus der folgenden Tabelle.

2 2 2 3f X XY Y XZ Zj0 2 2 2 3f X +aX XY+bX Y +cY XZ +dX Z +dZj

r Y -X10
r Y+b -X-a1

2r Z -X20 2r Z +d -X-a2

r Y -X30
r Y-b+c -X3

2r Z -Y40 2r Z +d -Y-b4

r Z -X50
r Z -X5

2 2 2 3Hier gilt B = K[[X,Y,Z]]/(X ,XY,Y ,XZ ,Z ). Man erhalt0
ord (X)= ord (X)= 1 und ord (d)= 1. Ware nun f tangentialF F FB B A0flach, so mtbte nach Satz (1.21) gelten

22= ord (dX)= ord (-XZ )> 3.F FB B
Q.E.D.

(1.23) DEFINITIONEN

Sei A ein filtrierter lokaler Ring und xeA ein Element. Die

Anfangsform von x in gr(A) ist definiert durch

d+1in (x)= in(x):= (x mod F )F AA
falls d:= ord(x) endlich ist und durch

in (x)= in(x):= 0FA
sonst.

Sei I ein Ideal im filtrierten lokalen Ring A. Eine Standardbasis

von I ist eine Familie r= (r ) von Elementen aus I derart, dabj jeJ
die assoziierte Familie in(r):= (in(r )) der Anfangsformen inj jeJ
gr(A) das Anfangsformenideal gr(I,A) erzeugt.
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(1.24) SATZ

Sei f:(A,m)------L(R,M) ein tangential flacher Homomorphismus filtrier-

ter lokaler Ringe, wobei F stark separiert sei, und I ein Ideal inR
R mit der Eigenschaft, dab B:= R/I flach tber A ist. Dann sind

folgende Aussagen aquivalent.

(i) B ist tangential flach tber A.

(ii) Die kanonische Abbildung

gr(I,R)------Lgr(I mod mR, R/mR)

ist surjektiv.

(iii) Es gibt eine Standardbasis r des Ideals I := I mod mR0 0
in R/mR, die angehoben werden kann zu einer Folge r von Elementen

aus I mit ord (r )= ord (r ) ftr alle jF 0j F jR R0
(in welchem Falle jede solche Anhebung von jeder Standardbasis

r von I eine Standardbasis von I ist).0 0
B e w e i s: Siehe [He-2], Theorem (3.6), wo eine etwas

allgemeinere Situation behandelt wird.

Q.E.D.

(1.25) BEISPIEL

Sei (A,m) ein filtrierter lokaler Ring. Wir setzen

B:= R/I, R:= A[[X,Y,Z]], I:= (f ,f ,f )1 2 3
mit

2f := X +a X+a Y+a Z+a ,1 1 2 3 4
f := XY+b X+b Y+b Z+b ,2 1 2 3 42f := Z +c X+c Y+c Z+c3 1 2 3 41und a ,b ,c eF . F sei so gewahlt, dabi i i A R
(i) die kanonische Abbildung i:A------LR ein Homomorphismus

filtrierter lokaler Ringe ist,

(ii) F stark separiert ist,R
(iii) die Bildfiltration F auf R = A/m[[X,Y,Z]] die durchR 00 1(X,Y,Z) definierte q-Filtration mit q= (1,1,------) ist.2
F sei die Bildfiltration von F .B R
Dann ist f:A------LB genau dann flach, wenn a = 0, a = 0, b = 0 sowie2 3 3
b = b b und a = (a -b )b gilt.4 1 2 4 1 2 2
In diesem Falle ist f sogar tangential flach.

B e w e i s: Wir wollen die Flachheit nach Lemma (1.20) untersuchen.

Wir erhalten folgende Tabelle
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2 2f X XY Zj0 2 2f X +a X+a Y+a Z+a ggg XY+b X+b Y+b Z+b ggg Z +c X+c Y+c Z+cj 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

r Y -X0
Eine einfache Rechnung zeigt nun

2<r ,f>= -b f +(a -b )f -d X+(a b +d )Y+[b a +(b -a )b ]Z+a Y0 1 1 1 2 2 1 2 1 2 1 3 2 1 3 2
-b XZ+a YZ+(b -a )d +b d3 3 2 1 1 1 2

mit d := b -b b und d := a -(a -b )b .1 4 1 2 2 4 1 2 2
Sind also die Behauptungen erftllt, so labt sich r anheben,0
das heibt f ist flach.

Sei nun f flach, dann labt sich r anheben. Hieraus ergibt sich0 2die Behauptung, wenn man zeigt, dab 1,X,Y,Z,Y ,XZ,YZe B tber A

linear unabhangig sind. Da B flach tber A ist, ist daftr hinrei-

chend, dab deren Bilder in B/mB tber A/m linear unabhangig sind

([Ma], Theorem 7.10).
2 2Dies gilt jedoch wegen B/mB= A/m[[X,Y,Z]]/(X ,XY,Z ).

Wir wollen nach Satz (1.24.iii) die tangentiale Flachheit von f

zeigen. Dazu benotigen wir eine Standardbasis des Ideals
2 2I = (X ,XY,Z ) in R = A/m[[X,Y,Z]].0 0

Als A/m-Vektorraum gilt gr(R )= A/m[X,Y,Z]. Ftr die Multiplikation0
ergibt sich jedoch

a +a b +b c +c1 2 1 2 1 2a b c a b c ( X Y Z falls (*) gilt1 1 1 2 2 2X Y Z QX Y Z = {
9 0 sonst

mit
a +a b +b c +c a b c a b c1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 2 2ord(X Y Z )= ord(X Y Z )+ord(X Y Z ) (*)

2 2Wenn einer der Faktoren X , XY oder Z ist, gilt (*) automatisch.

gr(I ,R )c gr(R ) wird von allen Monomen erzeugt, die (im R -Sinne)0 0 0 02 2Vielfache von X , XY oder Z sind. Man kann also zur Multiplikation
2 2im gr(R )-Sinne tbergehen. X ,XY,Z e gr(R ) erzeugen das Ideal0 0

gr(I ,R ).0 0 2 2Die Standardbasis (X ,XY,Z ) wird zu (f ,f ,f ) angehoben. Dabei1 2 3
bleiben die Ordnungen erhalten. (Man beachte, wegen d =0, d =01 22gilt a ,b e F .)4 4 A

Q.E.D.
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2. TANGENTIALE FLACHHEIT ALLER DEFORMATIONEN EINER SINGULARITAT-

NORMALENMODULN

(2.1) BEMERKUNG

Eine Deformation eines lokalen Ringes B ist ein flacher lokaler0
Homomorphismus f:(A,m)------L(B,n) lokaler Ringe mit der Faser B .0
Wegen A/m(LB/mB hat dieser Begriff nur dann einen Sinn, wenn B0
einen Korper enthalt.

In [He-1] wurde die Frage untersucht, ftr welche lokalen Ringe

(Singularitaten) alle Deformationen tangential flach (im Sinne

kanonischer Filtrationen) sind. Es ergibt sich ein Kriterium,

das diese Eigenschaft durch das Verhalten gewisser Normalenmoduln

ausdrtckt.

Wir wollen dies auf grobere Klassen von Filtrationen verallgemei-

nern und Beispiele konstruieren. Das ist der eigentliche Gegenstand

der vorliegenden Arbeit. Dazu haben wir im Folgenden zu prazi-

sieren, was in unserer allgemeineren Situation tberhaupt unter

einer Deformation zu verstehen ist. Dies betrifft insbesondere den

Zusammenhang zwischen den Filtrationen F , F und F .A B B0

(2.2) TERMINOLOGIE

Ein Tripel, bestehend aus

(i) einem lokalen Ring (B ,n ),0 0
(ii) einem r-Tupel y = (y ,...,y ) von Elementen aus n ,0 10 r0 0
die dieses Ideal erzeugen,

r(iii) einer koendlich filtrierenden Familie E=(E ) mit E cNd deN d
ftr alle deN,

wird im Folgenden der Einfachheit halber als monomial filtrierter

lokaler Ring angesprochen, obwohl die konkreten Daten y und E eine0
wesentliche Rolle spielen.

Als Bezeichnungen wahlen wir sowohl (B ,y ,E), als auch (B ,n )0 0 0 0
oder B .0

(2.3) DEFINITION

Es sei (B ,y ,E) ein monomial filtrierter lokaler Ring, A ein fil-0 0
trierter lokaler Ring und f:A------LB ein lokaler Homomorphismus lokaler

Ringe mit der Faser B . Eine Filtration F auf B heibt relative E-0 B
Filtration (bezyglich y yber F ), wenn ftr alle deN0 A
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d i aF = S F y BB AaeEji+j=d rgilt, wobei das r-Tupel y= (y ,...,y ) eine Anhebung von y eB ist.1 r 0 0

(2.4) LEMMA

Seien B ein monomial filtrierter lokaler Ring, A ein filtrierter0
lokaler Ring, f:A------LB ein lokaler Homomorphismus lokaler Ringe mit

der Faser B und F eine relative E-Filtration auf B. Dann gilt0 B
(i) F ist tatsachlich eine Filtration auf B.B d d(ii) Ftr alle deN gilt f(F )c F .A B
(iii) Die Bildfiltration von F auf B stimmt mit F tberein.B 0 B0(iv) Wenn E eine koendlich filtrierende Familie (vgl. (1.4.b))

ist, so ist F koendlich.B
(v) Ist F stark separiert und E eine separiert filtrierendeA
Familie (vgl. 1.15.b), so ist F stark separiert.B
B e w e i s: (i) ergibt sich leicht aus den Definitionen der

Begriffe "Filtration" und "filtrierende Familie", (ii) folgt,

wenn man in (2.3) i=d und j=0 betrachtet.
d i a(iii) Es gilt F = S F y B. Beim Tbergang zur Faser verschwindenB AaeEji+j=d a ddie Terme mit i>1, so dab sich S y B =F ergibt.0 0 BaeE 0d(iv) Sei n das maximale Ideal von B. Dann gilt n= mB+ (y ,...,y ).1 r

Da F koendlich und E koendlich filtrierend ist, gilt mit gewis-A
sen k,leN

d d kd kdl(B/F )< l(B/F B+ (y ,...,y ))B A 1 r
l kd kd< l(B/m B+ (y ,...,y ))1 r
krd+l< l(B/n )

< 8.

r(v) Wir wahlen eine Potenz n des maximalen Ideals. Wegen der
i rstarken Separiertheit gibt es ein d eN mit F Bc n ftr i>d . Da E1 A 1a rsepariert filtrierend ist, gibt es ein d eN mit y en falls aeEd +d 2 d1 2 rmit d>d . Es folgt F cn .2 B

Q.E.D.

(2.5) DEFINITIONEN

a) Sei (B ,y ,E) ein monomial filtrierter lokaler Ring.0 0
Unter einer Deformation von (B ,y ,E) verstehen wir einen flachen0 0



3

Homomorphismus f:(A,m)------L(B,n) filtrierter lokaler Ringe derart,

dab folgende Bedingungen erftllt sind.
y y(i) Es gilt (B/mB) = B .0y(ii) Die von F auf B induzierte Filtration F ist gerade eineB yBrelative E-Filtration beztglich y tber F .0 A1 1 1(iii) Der Homomorphismus ft A/F : A/F ------LB/F B filtrierter lokalerA A A A

Ringe ist tangential flach.

b) Sei B ein monomial filtrierter lokaler Ring, der einen Korper0
enthalt. Wir werden sagen, B hat nur tangential flache Defor-0
mationen, wenn jede Deformation f:A------LB von B tangential flach ist.0

(2.6) BEMERKUNGEN
ya) Sei (R,M) ein filtrierter lokaler Ring. Mit R bezeichnen wir

hier die M-adische Vervollstandigung von R, versehen mit der von FR
induzierten Filtration F .yy y R y yb) Es gilt n = n B , so dab y ,...,y eB das Ideal n erzeugen0 0 0 10 r0 0 0y y y yund B = (B/mB) = B /mB , das heibt der von f induzierte Homomor-0 y y yphismus f :A------LB hat die Faser B . Damit hat Bedingung (ii)0
tatsachlich einen Sinn.

c) Offenbar hat auch der Begriff "Deformation" aus (2.5.a) nur

dann einen Sinn, wenn B einen Korper enthalt.0
d) Die Begriffe aus (2.5) sind im Folgenden sehr wichtig. Ftr die

Eigenschaft eines monomial filtrierten lokalen Ringes, nur tangen-

tial flache Deformationen zu haben, streben wir ein tberschaubares

Kriterium an.

Beim Begriff "Deformation" gibt es gegentber der einfachen Situa-

tion lokaler Ringe gewisse Abweichungen. Diese sind aber unwesent-
y ylich. So fordern wir statt B/mB= B nur (B/mB) = B . Dies wird0 0

dadurch gerechtfertigt, dab wir uns ftr tangentiale Flachheit
yinteressieren, die wegen gr (R)= gr (R ) nur von Vervollstan-F FR yRdigungen abhangt. Bedingung (ii) beschreibt den Zusammenhang

zwischen den Filtrationen F , F und F . Wir bemerken, wennB A B0bereits F eine relative E-Filtration beztglich y tber F ist,B 0 A
so gilt dies erst recht auch ftr F . (iii) ist rein technischeryB 1Natur und im (wichtigsten) Spezialfall F =m trivial.A
e) Wir benotigen noch etwas speziellere Klassen von Filtrationen

und filtrierenden Familien. Diese werden nun eingefthrt und im

nachfolgenden Lemma untersucht.
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(2.7) DEFINITIONEN

Eine Filtration F auf einem lokalen Ring heibt endlich erzeugt,

wenn mit einem gewissen heN
a ad 1 sF = S F Q...QF

seN
a +...+a =d1 sa ,...,a <h1 s

ftr alle deN gilt.

Eine filtrierende Familie heibt endlich erzeugt, wenn mit einem

gewissen heN

E = u (E +...+E )d a aseN 1 s
a +...+a =d1 sa ,...,a <h1 s

ftr alle deN gilt.

(2.8) LEMMA

(a) Sei (A,m) ein lokaler Ring und x= (x ,...,x ) ein r-Tupel von1 rrElementen aus m. Ist nun E= (E ) mit E c N ftr alle deN eined deN d
endlich erzeugte filtrierende Familie, so ist die durch x defi-

nierte E-Filtration endlich erzeugt.

(b) Jede endlich erzeugte filtrierende Familie ist separiert

filtrierend.

(c) Sei A ein lokaler Ring und F eine Filtration auf A. Dann sind

folgende Aussagen aquivalent.

(i) F ist endlich erzeugt.

(ii) F ist stark separiert und gr (A) noethersch.F
B e w e i s: (a) folgt unmittelbar aus den Definitionen.

(b) Wahlt man heN wie in Definition (2.7), so gilt
dmin {a +...+a : (a ,...,a )eE }> ------ .1 r 1 r d h

(c) Der Ring gr (A) ist noethersch genau dann, wenn er tberF0 1gr (A)= A/F endlich erzeugt ist. Dies bedeutet aber gerade mitF A
einem gewissen heN

a a +1 a a +1d d+1 1 1 s sF /F = S F /F Q...QF /F ,
seN

a +...+a =d1 sa ,...,a <h1 s
das heibt
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a ad 1 s d+1F = S F Q...QF + F
seN

a +...+a =d1 sa ,...,a <h1 s
ftr alle deN.

(i)6(ii) gr (A) ist nun offensichtlich noethersch. Ftr alle keNFkh kmub F c m gelten, so dab F auch stark separiert ist.

(ii)6(i) Mit der Bezeichnung
a ad 1 sS := S F Q...QF

seN
a +...,a =d1 sa ,...,a <h1 s

d d lerhalten wir F = S +F ftr l= d+1. Iterativ gewinnt man diese Iden-

titat ftr beliebig grobes leN. Mit Hilfe des Lemmas von Artin-Rees

und der starken Separiertheit von F folgt ftr beliebig grobe p,qeN
d d p d d p d d d q dF c S +m , F c S +m nF und F c S +m F . Beachtet man nun, dab die

d dInklusion "b" trivialerweise auch gilt, so ergibt sich F = S nach

Nakayamas Lemma.

Q.E.D.

Die folgende Aussage besagt im wesentlichen, dab sich ein Homomor-

phismus f:A------LB filtrierter lokaler Ringe, unter gewissen Voraus-

setzungen, als Komposition eines tangential flachen Homomorphismus

und einer Surjektion darstellen labt. Die weiteren Behauptungen

sind technischer Natur und werden im Folgenden benotigt.

Es sei bemerkt, dab einige unserer Voraussetzungen, insbesondere

die Annahme, A sei artinsch, abgeschwacht werden konnen. Wir werden

jedoch darauf verzichten, da wir einerseits eine allgemeinere

Situation nicht betrachten werden und andererseits den Beweis nicht

unnotig verkomplizieren wollen.

(2.9) PROPOSITION

Sei (B ,y ,E) ein monomial filtrierter lokaler Ring und0 0
f:(A,m)------L(B,n) ein Homomorphismus filtrierter lokaler Ringe mit

der Faser (B ,n ). A sei artinsch, B (im Sinne der n-adischen0 0
Filtration) vollstandig und F sei eine relative E-FiltrationB
beztglich y tber F .0 A
Dann existiert ein kommutatives Diagramm von Homomorphismen

filtrierter lokaler Ringe,
fA------------------------------------LB\ Og\ /> /hR
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wobei g tangential flach und h surjektiv ist, sowie F die Bild-B
filtration von F .R
Dabei kann der von h induzierte Homomorphismus h : R/mR =:R ------------------LB0 0 0
als eine kanonische Surjektion L[[Y ,...,Y ]]/H------LB gewahlt werden.1 r 0
Hierbei ist L= B /n ein Koeffizientenkorper (vgl. [Ma], S28),0 0------Y 9Ly ftr alle i und H ein Ideal in L[[Y ,...,Y ]].i i0 1 r
Die durch F induzierte Filtration F auf R = L[[Y ,...,Y ]]/HR R 0 1 r------ ------ 0ist die durch (Y ,...,Y ) definierte E-Filtration.1 r
(Ist insbesondere E endlich erzeugt, so ist dann

gr (R ) noethersch.)F 0R0Ist desweiteren F separiert, so kann man zusatzlich F starkB R
separiert wahlen.

iB e w e i s: Da A artinsch ist, sind unter den Idealen F mit ieNA
nur endlich viele verschiedene. Es gibt also eine endliche Folge

i(x ,...,x ) von Elementen aus m derart, dab jedes Ideal F von1 t A
einigen dieser erzeugt wird. Vervollstandigt man diese Folge zu

einem Erzeugendensystem (x ,...,x ) von m und setzt man1 sa a, s 1 s dE := {(a ,...,a )eN : x Q...Qx eF },d 1 s 1 s A ,so erhalt man eine koendlich filtrierende Familie E derart, dab FA,die durch (x ,...,x ) definierte E -Filtration ist.1 s
Sei nun (y ,...,y ) die bei der Konstruktion von F zu benutzende1 r B
Anhebung von (y ,...,y ). Dann gilt (y ,...,y )+mB= n, also10 n0 1 r, , ,(x ,...,x ,y ,...,y )= n, wenn man x := f(x ) ftr je{1,...,s}1 s 1 r j j, ,setzt. Ferner ist F die durch (x ,...,x ,y ,...,y ) definierteB 1 s 1 r,,E -Filtration mit

, , ,,(a ,...,a ,a ,...,a )e E 51 s 1 r d, , ,Ei,jeN: (a ,...,a )eE , (a ,...,a )eE , i+j> d.1 s i 1 r j
, ,,Wir bemerken, dab mit E und E auch E koendlich filtrierend ist.

Mit Hilfe der Theorie der Cohenringe (vgl. EGA IV , S19) sieht1
man, es gibt ein kommutatives Diagramm lokaler Homomorphismen

fA------------------------------------------------------------------------------------------------LB
Ip Ip1 A 1 BqC [[X ,..X ]]------------------------LC [[X ,...,X ,Y ,...,Y ]],A 1 s B 1 s 1 r
wenn man beachtet, dab A als artinscher Ring vollstandig im Sinne

der m-adischen Filtration ist. Dabei seien C und C Cohenringe,A B
X ,...,X und Y ,...,Y Unbestimmte. Ftr die Homomorphismen gelte1 s 1 r ,q(X )=X , p (X )=x , p (X )=x und p (Y )=y , insbesondere sindi i A i i B i i B j j
p und p surjektiv. Wir unterscheiden nun zwei Falle.A B
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(i) Es sei char(A/m) (=char(B/n))= p> 0.

Dann sind C und C diskrete Bewertungsringe der Charakteristik 0,A B
deren maximale Ideale von der Primzahl p erzeugt werden. Nun gilt
k k km =(0) ftr ein gewisses keN, damit p (p )=0 und p (p )=0. WirA B
erhalten ein kommutatives Diagramm lokaler Homomorphismen

fA------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------LB, ,Ip Ip1 A 1 Bk q kC /(p )[[X ,...,X ]]------------------------LC /(p )[[X ,...,X ,Y ,...,Y ]].A 1 s B 1 s 1 rk kWir bemerken, dab C /(p ) und C /(p ) artinsche lokale Ringe mitA Bk kl(C /(p ))= l(C /(p ))= k sind.A B
(ii) Es sei char(A/m) (=char(B/n))= 0.

Dann sind C und C Korper der Charakteristik 0.A B
Wir erhalten also in beiden Fallen ein kommutatives Diagramm

fA------------------------------------------------------------------------------------------------------------LB, ,Ip Ip1 A , 1 BqR [[X ,...,X ]]------------------------LR [[X ,...,X ,Y ,...,Y ]],A 1 s B 1 s 1 r
wobei (R ,m ) und (R ,m ) artinsche lokale Ringe mit l(R )=l(R )A A B B A B, , , , , , ,sind, q (X )=X , p (X )=x , p (X )=x und p (Y )=y gilt, p und pi i A i i B i i B j j A B,surjektiv sind, sowie q die Faser R /m [[Y ,...,Y ]] hat.B B 1 r
A und B konnen nun mit Faktorringen der obigen Potenzreihenringe

,identifiziert werden, mit I:= ker(p ) kommutiert folgendes DiagrammAfA------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------LB
N I ,N 1hN , 1g , ,R [[X ,...,X ]]/I------------------------LR [[X ,...,X ,Y ,...,Y ]]/(q (I)) =:R .A 1 s B 1 s 1 r ,Wir bemerken, dies ist ein Diagramm vom geforderten Typ und h ist

, , ,surjektiv. h erzeugt eine Surjektion h : R ------LB , damit einen Iso-0 0 0
morphismus L:= R /m = B /n der Restklassenkorper. (HierbeiB B 0 0, , , ,bezeichnet R die Faser von g (und q ).) h ist also eine0 0
kanonische Surjektion L[[Y ,...,Y ]]------LB und L tatsachlich ein1 r 0
Koeffizientenkorper von B .0
Wir versehen nun R [[X ,...,X ]] mit der durch (X ,...,X ) defi-A 1 s 1 s,nierten E -Filtration, R [[X ,...,X ,Y ,...,Y ]] mit der durchB 1 s 1 r,,(X ,...,X ,Y ,...,Y ) definierten E -Filtration (und Faktorringe1 s 1 r
mit den entsprechenden Bildfiltrationen). Diese Filtrationen sind

koendlich, da R und R artinsch sind. Auf A wird tatsachlich FA B A
induziert. Die Bildfiltration von F , auf B ist tatsachlich F ,R B,insbesondere ist h ein Homomorphismus filtrierter lokaler Ringe.

, , dWenden wir uns nun dem Homomorphismus g :A------LR zu. F wird erzeugta a A------ 1 ------ s ,von allen Monomen X Q...QX mit (a ,...,a )eE . Dies bedeutet1 s 1 s d
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,,(a ,...,a ,0,...,0)eE nach obiger Konstruktion und damit1 s da a------ 1 ------ s d ,X Q...QX eF ,. Folglich ist g ein Homomorphismus filtrierter1 s R
lokaler Ringe.

,Wir untersuchen jetzt die Filtration F , auf R = L[[Y ,...,Y ]].R 0 1 rd 0F wird von allen MonomenR [[X ,...,X ,Y ,...,Y ]]B 1 s 1 ra a b b1 s 1 r ,X Q...QX Y Q...QY mit (a ,...,a )eE , (b ,...,b )eE und1 s 1 r 1 s i 1 r j
i+j> d erzeugt. Beim Tbergang zur Faser verschwinden nur die Monome

, ,mit a =...=a =0 nicht. Es gilt aber (0,...,0)e E \E , das heibt1 s b b 0 1d 1 rF , wird von allen Monomen Y Q...QY mit (b ,...,b )e E und j>dR 1 r 1 r j0erzeugt.

F , ist also die durch (Y ,...,Y ) definierte E-Filtration.R 1 r0Ftr den Homomorphismus
,q :R [[X ,...,X ]]------LR [[X ,...,X ,Y ,...,Y ]]A 1 s B 1 s 1 r,mit der Faser R = L[[Y ,...,Y ]] gilt nun nach der Definition0 1 r,,von E .

a a b b1 s 1 rord (X Q...QX QY Q...QY )F 1 s 1 rR [[X ,...,X ,Y ,...,Y ]]B 1 s 1 ra a b b1 s 1 r= ord (X Q...QX )+ord (Y Q...QY )F 1 s F 1 rR [[X ,...,X ]] L[[Y ,...,Y ]]A 1 s 1 r,Nach dem folgenden Lemma (2.10) ist q tangential flach und damit
,nach Basiswechsel auch g .

Ist E endlich erzeugt, so ist nach (2.8.a) F , eine endlichR0 ,erzeugte Filtration und damit nach (2.8.c) gr (R ) noethersch.F , 0R, 0Setzt man nun R:= R , so sind alle Behauptungen erftllt, eventuell

mit Ausnahme der letzten. Wir betrachten also jetzt noch die Situa-
, d dtion, dab F separiert ist. Dann gilt h ( n F ,)c n F =(0),B deN R deN B

wodurch wir folgendes kommutative Diagramm erhalten.
fA------------------------------------------------------LBO1 / I/ 11 , ,/g h/ 1h1 // 11 /< / 1, p ,, dR ------------------------------------------------LR / n F ,=: R .deN R ------ ------ ------ ------Hierbei ist F monomial in (X ,...,X ,Y ,...,Y ) und separiert,R 1 s 1 r

daher stark separiert nach (1.15.b). p induziert einen
, , ,Isomorphismus gr(p): gr(R )------Lgr(R), so dab mit g auch g:= pqg

tangential flach ist.

Alle weiteren geforderten Eigenschaften tbertragen sich unmittelbar

aus der ursprtnglichen Situation. (Wegen der obigen Faktorisierung
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ist jedoch hier H$ (0)c L[[Y ,...,Y ]] denkbar.)1 r
Q.E.D.

Die folgende Aussage tber die tangentiale Flachheit konkreter Homo-

morphismen ist sehr einfach. Wir formulieren sie nur deshalb als

Lemma, weil wir sie zweimal benotigen, namlich ftr

Proposition (2.9) und Satz (2.20).

(2.10) LEMMA

Seien (R ,m ) und (R ,m ) artinsche lokale Ringe mit l(R )=l(R )A A B B A B
sowie f: A:= R [[X ,...,X ]]------LB:= R [[X ,...,X ,Y ,...,Y ]] einA 1 s B 1 s 1 r
Homomorphismus filtrierter lokaler Ringe mit der Faser

B := R /m [[Y ,...,Y ]]. F sei monomial in (X ,...,X ), F0 B B 1 r A 1 s B
monomial in (X ,...,X ,Y ,...,Y ) (und damit F monomial in1 s 1 r B0(Y ,...,Y )), wobei1 ra a b b1 s 1 rord (X Q...QX QY Q...QY )F 1 s 1 rB

a a b b1 s 1 r= ord (X Q...QX )+ord (Y Q...QY )F 1 s F 1 rA B0
gelte. Dann ist f:A------LB tangential flach.

B e w e i s: Sei l(R )= l(R )=: l bezeichnet. Dann ergibt sichA B
ftr die Hilbertfunktionen, (wenn wir eine Multiindexschreibweise

benutzen)

0 s r a bH (d)= lQ #{(a,b)eN *N : ord (X QY )= d}B FB

s r a b= lQ #{(a,b)eN *N : ord (X )+ord (Y )= d}F FA B0d s a r b= lQ S (#{aeN : ord (X )= i}Q #{beN : ord (Y )= d-i})F Fi=0 A B0d 0 0= S H (i)QH (d-i) .A Bi=0 0
0 0 0Ftr die assoziierten Potenzreihen gilt somit H =H QH .B A B1 1 1 0 0Multiplikation mit ------------------ liefert H =H QH , so dab f nach1-T B A B0Satz (1.8.ii) tangential flach ist.

Q.E.D.

(2.11) DEFINITIONEN

Sei (A,F ) ein filtrierter lokaler Ring und M ein A-Modul. UnterA deiner Filtration F auf M verstehen wir hier eine Folge (F )M M deZ
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von Teilmoduln von M mit

d d+1(a) F b F ftr alle deZ,M Md d d +d1 2 1 2(b) F QF c F ftr beliebige d eN, d eZ.A M M 1 2

Ein filtrierter A-Modul ist ein Paar (M,F ), das aus einemM
A-Modul M und einer Filtration F auf M besteht.M
Sei M ein filtrierter A-Modul. Dann wird die direkte Summe

d d+1s F /FdeZ M M
mit der Multiplikation mit Elementen aus gr (A)FA, ,d+1 d +1 d+d +1(a mod F )Q(m mod F ):= (am mod F )A M M

,d dftr aeF , meF versehen, zu M assoziierter graduierter gr(A)-ModulA M
genannt und mit gr (M) oder gr(M) bezeichnet.FMEs sei hervorgehoben, dab wir hier, im Gegensatz zur Situation

filtrierter lokaler Ringe, die Indexmenge Z zulassen.

Wir wollen ein Kriterium beweisen, das die Eigenschaft eines

monomial filtrierten lokalen Rings, nur tangential flache Defor-

matuonen zu besitzen, mit Hilfe gewisser Normalenmoduln ausdrtckt.

Wir beschaftigen uns daher nun mit einigen Konstruktionen, die mit

Normalenmoduln zusammenhangen.

(2.12) DEFINITIONEN

Sei R ein Ring und I ein Ideal in R. Dann heibt der R/I-Modul
2N := Hom (I,R/I) (= Hom (I/I ,R/I))I R R/I

Normalenmodul von I.

Ist R ein filtrierter lokaler Ring, so fassen wir N stets alsI
filtrierten Modul auf beztglich der induzierten Filtration

dF := (F ) mitN N deZI Id k k+dF := {feN : f(InF )c F +I/I ftr alle keN}.N I R RI
(Insbesondere ist es sinnvoll, den assoziierten graduierten Modul

gr(N ):= gr (N ) zu betrachten.)I F IN8 I 8Ist R= s R(d) ein graduierter Ring und I= s I(d) ein endlichd=0 deN
erzeugtes homogenes Ideal, so ist N in nattrlicher Weise einI
graduierter Modul, N = s N (d) mitI deZ I
N (d)= {feN : f(I(k))c R(k+d)/I(k+d)}.I I
Sei (B ,y ,E) ein monomial filtrierter lokaler Ring, wobei (B ,n )0 0 0 0

einen Korper enthalt und n -adisch vollstandig ist.0
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Wir wahlen einen Koeffizientenkorper B /n =: L(LB . Sei dann0 0 0
p: L[[Y ,...,Y ]]=: R ------+B die kanonische Surjektion mit Y 9Ly1 r 0 0 i i0
und I deren Kern. R wird mit der durch (Y ,...,Y ) definierten0 0 1 r
E-Filtration versehen.

Unter dem Normalenmodul N von B verstehen wir denB 00filtrierten Modul

N := N = Hom (I ,B ).B I R 0 00 0 0
Analog heibt der graduierte Modul

N := N = Hom (gr(I ,R ),gr(B ))gr(B ) gr(I ,R ) gr(R ) 0 0 00 0 0 0
Normalenmodul des assoziierten graduierten Rings von B .0

(2.13) BEMERKUNGEN

a) B besitzt einen Koeffizientenkorper L(LB nach [Ma],0 0
Theorem 28.3.

b) Die Normalenmoduln N und N sind bestimmt bis aufB gr(B )0 0(nicht kanonische) Isomorphie, die die Filtrationen bzw.

Graduierungen respektiert.

B e w e i s: Seien L (LB und L (LB zwei Koeffizientenkorper.1 0 2 0
Standardtberlegungen zu Koeffizientenkorpern (und Diagrammen)

liefern ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen.
i p1 10------------------LI ------------------LR =L [[Y ,...,Y ]]------------------LB ------------------L010 10 1 1 r 01 , 1 N1q 1q N< i < p N2 20------------------LI ------------------LR =L [[Y ,...,Y ]]------------------LB ------------------L020 20 2 1 r 0

Dabei gilt p (Y )=y , p (Y )=y und q(Y )=Y , insbesondere ist q1 i i0 2 i i0 i i
surjektiv. Wegen dim(L [[Y ,...,Y ]])= dim(L [[Y ,...,Y ]])= r1 1 r 2 1 r,mub q sogar bijektiv sein, damit q ebenso.

d dDesweiteren ergibt sich q(F )= q(F ), alsoR R, d d 10 20q (I nF )= I nF ,so dab wir einen Isomorphismus10 R 20 R10 20*q :N = Hom (I ,B )------LN = Hom (I ,B )I R 20 0 I R 10 020 20 10 10
filtrierter B -Moduln erhalten.0
Weiterhin ergibt sich ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

gr(i ) gr(p )1 10------------------------------------------Lgr(I ,R )------------------------------------------Lgr(R )------------------------------------------Lgr(B )------------------------------------------L010 10 10 01 , 1 N1gr(q ) 1gr(q) N< gr(i ) < gr(p ) N2 20------------------------------------------Lgr(I ,R )------------------------------------------Lgr(R )------------------------------------------Lgr(B )------------------------------------------L0 ,20 20 20 0,wobei gr(q ) und gr(q) graduierte Isomorphismen sind.

Wir erhalten einen Isomorphismus
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*gr(q) : N = Hom (gr(I ,R ),gr(B ))gr(I ,R ) gr(R ) 20 20 020 20 20
------------LN = Hom (gr(I ,R ),gr(B ))gr(I ,R ) gr(R ) 10 10 010 10 10

graduierter gr(B )-Moduln.0
Q.E.D.

c) Ist N= s N(d) ein graduierter Modul tber dem graduierten RingdeZ
R= s R(d), so schreiben wir im FolgendendeZ 8N(<k):= N/ s N(d)d=k
ftr keZ. Dieser R-Modul ist tber R(0) zu s N(d) isomorph.d<k
d) Die beiden folgenden Propositionen (2.14) und (2.17) geben

notwendige bzw. hinreichende Bedingungen ftr die tangentiale Flach-

heit aller kleinen Fortsetzungen einer gegebenen Deformation an.

Sie sind die wichtigsten Schritte auf dem Weg zu dem

angestrebten Kriterium.

Sei R ein Ring. Um unnotig viele Indizes zu vermeiden, werden wir

rR ftr das von den Koordinaten von r= (r ) e p R erzeugte Ideall leL leLschreiben. Hierbei ist L eine beliebige Indexmenge.

Ist ferner h= (h ) e s Rc p R, so schreiben wir auch ftr diel leL leL leLkanonische Verallgemeinerung des Skalarprodukts <h,r>:= S h r .l lleLFtr die Beweise werden mehrere Lemmata benotigt, die wir jeweils

im Anschlub formulieren.

(2.14) PROPOSITION

Sei f:(A,m)------L(R,M) ein tangential flacher Homomorphismus

filtrierter lokaler Ringe, wobei F stark separiert ist,R
und I ein Ideal in R, ftr das der Ring B:=R/I flach ist tber A.

Weiter sei teA\{0} ein Sockelelement (das heibt tm= (0)).

Wir betrachten die folgenden Aussagen.
, ,(ii) Ftr jedes Ideal I in R mit I+tR= I +tR impliziert die

, ,Flachheit von B := R/I tber A bereits die tangentiale Flachheit.

(iii) Es gilt gr(N )(<-ord (t))= 0.I F0 AHierbei sei R := R/mR und I := IR gesetzt.0 0 0
Dann gilt (ii)6(iii).

B e w e i s: Sei g ein Element des Normalenmoduls

N = Hom (I ,R /I ). Wir wahlen eine StandardbasisI R 0 0 00 0r = (r ) e p R von I .(L ist eine beliebige Indexmenge.)0 0l leL 0 0leL
s = (s ) e p R sei so gewahlt, dab g(r )= s mod I0 0l leL 0 0l 0l 0leL
ftr alle leL gilt. Nach dem folgenden Lemma (2.15) ist r ein0
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Erzeugendensystem von I , also r R = I und g wird durch die0 0 0 0
Eigenschaft

g(<h ,r >)= <h ,s > mod I ftr alle h = (h ) e s R0 0 0 0 0 0 0l leL leL 0
bereits bestimmt.

Aufgrund von Voraussetzung (ii) ist B=R/I tangential flach tber A.

Damit existiert eine Anhebung r= (r ) e p R von r zu einerl leL 0leL
Standardbasis von I mit ord (r )= ord (r ) ftr alle leL.F l F l0R R, 0Wir setzen r := r+ts e p R (man beachte, ts ist wohldefiniert,0 0leL, , , ,da t m annulliert) und I := r R. Nach Lemma (2.16) ist B := R/I

flach und damit nach (ii) tangential flach tber A.
, ,Im Ring B := R/I bestehen nun die Identitaten

,tQ(s mod I )= -(r mod I ) ftr alle leL.0l 0 l
Satz (1.21) liefert, wenn man zur Vereinfachung e:= ord (t) setzt,FA,e+ ord (s mod I )= ord (r mod I )F 0l 0 F , lR /I R/I0 0 > ord (r )F lR

= ord (r ) .F l0R0kSei nun x e I nF . Nach dem folgenden Lemma (2.15) gibt es eine0 0 R0Darstellung x = <h ,r > mit h = (h ) e s R und0 0 0 0 0l leL leL 0

ord (h )+ord (r )> kF 0l F 0lR R0 0
ftr alle leL. Dies liefert g(x )= g(<h ,r >)= <h ,s > mod I mit0 0 0 0 0 0

ord (h )+ ord (s mod I )> k-eF 0l F 0l 0R R /I0 0 0 k-eftr alle l, woraus g(x )e F +I /I folgt.0 R 0 0-e 0Wir haben F =N erhalten. Dies ergibt unmittelbar gr(N )(<-e)=0.N I II 0 00 Q.E.D.

(2.15) LEMMA

Sei (R,M) ein filtrierter lokaler Ring, wobei F stark separiertR
ist. Ferner sei I ein Ideal in R und r= (r ) e p R einel leL leLStandardbasis von I.

kDann gibt es ftr jedes xeInF eine Darstellung x= <h,r> mitR
h= (h ) e s R und ord (h )+ord (r )> k ftr alle leL.l leL leL F l F lR RInsbesondere ist r ein Erzeugendensystem von I.

(k) kB e w e i s: Wir bezeichnen mit I c InF das Ideal aus allenR
denjenigen Elementen, die in der angegebenen Weise darstellbar
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sind.
kSei also xeInF . Dann ist in(x)e gr(I,R)c gr(R) ein homogenesR

Element mit deg(in(x))> k. Da nun in(r)= (in(r )) ein Erzeugen-l leL
densystem von gr(I,R) ist, gibt es eine Darstellung

in(x)= S in(h )Qin(r ), wobei ftr alle leL h eR undl l lleL
deg(in(h ))+ deg(in(r ))> k, also ord (h )+ ord (r ) >k gilt,l l F l F lR Rsowie nur endlich viele h von 0 verschieden sind. Dies liefertlk+1 (k) k+1 (k)x_ S h r mod F , also xeI +F und, wegen xeI und I cI,l l R RleL(k) k+1xe I + InF .R k (k) lWir haben InF c I + InF ftr l= k+1 erhalten. Iterativ gewinntR R
man diese Inklusion ftr beliebig grobes leN. Daraus ergibt sich ftr

k (k) k p k (k) q kbeliebig grobe p,qeN InF cI +(InF )nM und InF cI +M (InF ),R R R R
wenn man die starke Separiertheit und das Lemma vom Artin-Rees be-

nutzt. Beachtet man nun, dab die letzte Inklusion ftr q>1 trivialer-
k (k)weise eine Gleichheit ist, so liefert Nakayamas Lemma InF = I .R

Q.E.D.

Das folgende Lemma ist eine bekannte Beschreibung der Deforma-

tionen erster Ordnung mit Hilfe des Normalenmoduls (vgl. [Ar],

Theorem 6.1), die wir in einer ftr uns bequemen Formulierung geben.

(2.16) LEMMA

Sei f:(A,m)------L(R,M) ein flacher lokaler Homomorphismus lokaler

Ringe mit der Faser R := R/mR. Weiter seien ein Element teA\{0}0
mit tm= (0) und Systeme r,se p R gegeben. (L sei eine beliebige

leLIndexmenge.)

Wir nehmen an, B:= R/rR ist flach tber A. (rR bezeichne das von den

Koordinaten von R erzeugte Ideal.)

Folgende Aussagen sind aquivalent.

(i) B := R/(r+ts)R ist flach tber A.s
(ii) s = (s ) := (s mod mR) definiert ein Element0 0l leL l leL
<h ,r >9L(<h ,s > mod I ) des Normalenmoduls N = Hom (I ,R /I )0 0 0 0 0 I R 0 0 00von I := r R . (Dabei sei r = (r ) := (r mod mR) gesetzt.)0 0 0 0 0l leL l leL
B e w e i s: Wir bemerken zunachst, s definiert genau dann ein0
Element von N , wenn ftr alle h e s R mit <h ,r >=0 <h ,s >er RI 0 leL 0 0 0 0 0 0 00gilt.

,Sei r := r+ts. Nach dem lokalen Kriterium der Flachheit ist BsAgenau dann flach tber A, wenn Tor (B ,A/tA)=0 gilt. (Man beachte,1 s
B /tB = B/tB ist flach tber A/tA.) Durch Tensorieren der kurzens s
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,exakten Sequenz 0------Lr R------LR------LB ------L0 mit A/tA tber A kann man diesens
Tor-Modul berechnen, wenn man beachtet, dab R A-flach ist.

Es ergibt sich, dab die Flachheit von B tber A aquvalent ist zus, ,tRnr R= tr R .

(i)6(ii) Tensorieren der kurzen exakten Sequenz 0------LrR------LR------LR/rR=B------L0

mit A/m tber A liefert, wenn man beachtet, dab B A-flach ist, die

Exaktheit von 0------LrR/mrR------LR/mR, das heibt rRnmR= mrR .
,Sei nun h ein Element aus s R mit <h ,r >= 0. h e s R sei eine0 leL 0 0 0 leL,Anhebung von h . Dann gilt <h,r>e rRnmR= mrR. Es gibt also ein0,, ,, , , ,,h e s mR mit <h ,r>= <h,r> und damit <h,r>= 0, wenn man h:= h -hleL

setzt. he s R ist offenbar ebenfalls eine Anhebung von h .leL 0 ,Damit gilt <h,s>t= <h,r+ts>. Dieses Element liegt in tR und r R,
,also in tr R= trR. Es gibt also ein ge s R mit <h,s>t= <g,r>t,leL

das heibt

<h,s>-<g,r>e 0 :t.R
Weil R A-flach ist, gilt 0 :t= (0 :t)R= mR.R A
Es folgt <h,s>e <g,r>+mRc rR+mR und <h ,s >er R .0 0 0 0
(ii)6(i) Es ist

, ,tRnr Rc tr R
, ,zu beweisen. Sei also <h,r >etR(nr R) mit he s R. Zunachst giltleL,<h,r>= <h,r >-t<h,s>e tR, also, da R/rR A-flach ist,

,<h,r>e tRnrR= trR. Es reicht also t<h,s>e trR(= tr R) zu zeigen.
,Wir setzen h = (h ) := (h mod mR) e s R . Wegen <h,r >etR0 0l leL l leL leL 0

gilt dann <h ,r >= 0 und nach (ii) <h ,s >er R . Dies bedeutet0 0 0 0 0 0
<h,s>erR+mR und t<h,s>etrR.

Q.E.D.

(2.17) PROPOSITION

Sei f:(A,m)------L(R,M) ein tangential flacher Homomorphismus

filtrierter lokaler Ringe, wobei F und F stark separiert sindA R
und gr (R ) ein noetherscher Ring ist, sowie I ein Ideal in R,F 0R0ftr das der Ring B:= R/I flach ist tber A.

Weiter sei teA\{0} ein Sockelelement (das heibt tm= (0)) mit der
------ ------Eigenschaft, dab B:= B/tB tangential flach ist tber A:= A/tA.

Es sei R := R/mR und I := IR gesetzt.0 0 0
Wir betrachten folgende Aussagen.

(i) Es gilt N (<-ord (t))=0.gr(I ,R ) F0 0 A, ,(ii) Ftr jedes Ideal I in R mit I+tR= I +tR impliziert die
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, ,Flachheit von B := R/I tber A bereits die tangentiale Flachheit.

Dann gilt (i)6(ii).
,B e w e i s: Wir nehmen an, der Ring B in Aussage (ii) ist flach

und zeigen seine tangentiale Flachheit tber A. Dazu gentgt es nach-
,zuweisen, das Ideal I in R gentgt der Bedingung (iii) von

Satz (1.24). Wir setzen
------ ------ ------ ,------R:= R/tR, I:= IR= I R.

gr(I ,R ) ist endlich erzeugt, da gr(R ) noethersch ist. Sei also0 0 0n ------r eR eine endliche Standardbasis von I . Nun ist R tangential0 0 0------ ------ ------flach tber A nach Basiswechsel, B tangential flach tber A laut
------ ------ ------Voraussetzung und B= (R/I)/t(R/I)= (R/tR)/I(R/tR)= R/I. Folglich

------ ------existiert eine Anhebung r von r zu einer Standardbasis von I mit0------ord(r )= ord(r ) ftr alle ie{1,...,n}. Die Koordinaten von ri 0i 0
erzeugen das Ideal I nach Lemma (2.15). R ist A-flach wegen der0 , ,tangentialen Flachheit, B =R/I nach Voraussetzung. Nach dem fol-

genden Lemma (2.18) liefert eine beliebige Anhebung von r zu einem0, ,n-Tupel von Elementen aus I ein Erzeugendensystem von I . Wir wah-
,len die Anhebung r spezieller, so dab sie sogar eine Anhebung von

------ ,r ist. Man kann r in der Gestalt
, nr = r+ts , s eR0 0 0

mit
------ord(r )= ord(r )= ord(r ) ftr alle ii i 0i

schreiben. Man beachte hierbei, dab ts ein wohldefiniertes Element0nvon R ist, da t das Ideal mR annulliert.
,Sei e:= ord (t). Angenommen, wir konnen die Anhebung r und dieF, AZerlegung r = r+ts noch so wahlen, dab ftr alle i0

ord(s )> ord(r )-e (1)0i 0i ,gilt. Aus (1) folgt offenbar ord(r )= ord(r ) ftr alle i, dasi 0i
heibt die Standardbasis r von I kann, wie es in Satz (1.24.iii)0 0 ,gefordert wird, angehoben werden zu einer Folge r von Elementen

, , ,aus I mit ord(r )= ord(r ) ftr alle i. Der Ring B ist somiti 0i
tangential flach tber A.

Wir nehmen jetzt an, (1) gilt nicht und wahlen eine moglichst

kleine ganze Zahl m mit

ord(s )> ord(r )-m0i 0i
ftr alle ie{1,...,n}. Dann gilt m>e. Zum Beweis der Implikation

(i)6(ii) reicht es aus, wenn wir in dieser Situation zeigen, die
,Zerlegung r = r+ts kann durch eine andere Zerlegung dieser Art mit0

kleinerem m ersetzt werden.
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Wir verwenden folgende Bezeichnungen.

d(i):= ord(r ) ftr alle i0i
d(1)-m+1 d(n)-m+1 nS := s + (F ,...,F )e gr(R )0 0 R R 00 0 nin(r ):= (in(r )) e gr(I ,R )0 0i ie{1,...,n} 0 0

Wir werden zeigen, das n-Tupel S von Elementen aus gr(R )0 0
definiert ein Element

<H ,in(r )>9L<H ,S > mod gr(I ,R ) (2)0 0 0 0 0 0
des Normalenmoduls

N = Hom (gr(I ,R ),gr(R )/gr(I ,R )).gr(I ,R ) gr(R ) o 0 0 0 00 0 0
Man beachte, da r eine Standardbasis von I ist, kann man jedes0 0
Element von gr(I ,R ) in der Gestalt <H ,in(r )> schreiben mit0 0 0 0
einem n-Tupel H von Elementen aus gr(R ).0 0
Das Element (2) ist, falls es existiert, homogen, denn es gilt

deg(S )-deg(in(r ))= -m0i 0i
ftr alle i. Nach Voraussetzung (i) mub es also Null sein, das heibt

die Koordinaten von S mtssen in gr(I ,R ) liegen. Da r eine0 0 0 0
Standardbasis von I ist, existiert eine Matrix A mit Elementen0
aus R derart, dab ftr0,s := s -<A,r >0 0 0
gilt:

,ord(s )> d(i)-m+10i
= ord(r )-(m-1) ftr alle i.0i , , ,Aus des Zerlegung r = r+ts erhalten wir r = r+t<A,r >+ts , also0 0 0,, , ,r := <E-tA,r >= r+ts .0,, n , n , n ,,Offenbar gilt (r mod tR )= (<E,r > mod tR )= (r mod tR ). r

------ ,, , ,ist also eine weitere Anhebung von r. Ftr alle i gilt r e r R= I ,i,, ------ ,so dab r eine Anhebung von r zu einem Erzeugendensystem von I

ist.
,, ,Die zur Zerlegung r = r+ts gehorige ganze Zahl m ist um mindes-0 ,tens 1 kleiner als bei der gegebenen Zerlegung von r .

,Der Beweis der tangentialen Flachheit von B tber A ist damit

zurtckgefthrt auf die Existenz des Homomorphismus (2). Wir haben zu

zeigen, ftr jedes n-Tupel H von Elementen aus gr(R ) mit0 0
<H ,in(r )>= 0 gilt <H ,S >e gr(I ,R ). Sei H ein derartiges0 0 0 0 0 0 0
n-Tupel. Wir konnen annehmen, die Relation <H ,in(r )>=0 ist0 0
homogen, das heibt es gilt

deg(H )+deg(in(r ))= d ftr alle i (3)0i 0i
mit einer nichtnegativen ganzen Zahl d.
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------ ------ ------ ------Nun ist (R,M) tangential flach tber (A,m). Daher gilt
------ ------------ ------ ------ ------ ------gr(R )= gr(R/mR)= gr(R)/gr(m,A)gr(R). Die Relation <H ,in(r )>= 00 0 0

in gr(R ) kann man also auffassen als eine Relation modulo0------ ------ ------ ------ ------ ------ ------ ngr(m,A)gr(R) von in(r)= (in(r )) e gr(I,R) .i ie{1,...,n}------ ------ ------ ------ ------ ------ ------Weiterhin gilt gr(B)= gr(R)/gr(I,R)= gr(R)/in(r)gr(R). Da dieser
------Ring flach ist tber gr(A), sind wir in der Situation von Lemma

(2.19). Die obige Relation kann also angehoben werden zu einer
------Relation von in(r).

nEs gibt ein n-Tupel Hegr(R) von homogenen Elementen mit
n<H,in(r)>_ 0 mod gr(tR,R) und H = (H mod gr(m,A)gr(R) ),0 nwobei in(r):= (in(r )) e gr(R) bedeute. Wir wahlen eini ie{1,...,n}nn-Tupel heR mit in(h)= (in(h )) = H. Dann gilti ie{1,...,n}d+1<h,r>eF +tR, und wegen ord(r )= ord(r ) und (3) ist ftr alle iR i 0i

ord(h )+ord(r )> d. (4)i i------ ------Nun ist r eine Standardbasis von I. Es gibt deshalb nach Lemma
, n ,(2.15) ein n-Tupel h eR mit <h,r>_ <h,r> mod tR und

,ord(h )+ord(r )> d+1 (5)i i ------ftr alle i. Man beachte, es ist ord(r )= ord(r ).i i,Wir wahlen ein Element x eR mit <h-h,r>= tx . Wegen0 0 0,ord (tx )= ord (<h-h,r>)> d und der tangentialen Flachheit vonF 0 FR RR tber A gilt nach Satz (1.21)

ord (x )> d-e> d-m. (6)F 0R0 ,In der Kongruenz modulo tR von (5) kann man r durch r ersetzen,

das heibt es gilt
, ,<h-h,r >_ 0 mod tR.

, ,Nun ist B = R/r R flach tber A, so dab wir in der Situation von

Lemma (2.19) sind. Die obige Relation kommt von einer Relation von
, nr in R, das heibt es gibt ein n-Tupel y eR mit0 0, ,<h-h +ty ,r >= 0.0
Das bedeutet, wenn wir den Tbergang zu den Restklassen modulo mR

durch einen Index "0" kennzeichnen,
, ,0= <h-h,r >+t<y ,r >0 0, ,= <h-h,r>+<h-h,ts >+t<y ,r >0 0 0,= t(x +<h -h ,s >+<y ,r >).0 0 0 0 0 0 tDie Multiplikation mit t in A hat den Kern m, das heibt A/m------------LA ist

tinjektiv. Da R A-flach ist, ist auch R/mR------------LR injektiv.
,Es gilt also sogar x +<h -h ,s >+<y ,r >= 0 und damit0 0 0 0 0 0,<h ,s >-<h ,s >+x e r R = I .0 0 0 0 0 0 0 0
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Durch Tbergang zu einer geeigneten Anfangsform wird sich daraus

die zu beweisende Relation <H ,S >egr(I ,R ) ergeben. Um das zu0 0 0 0
sehen, schatzen wir zunachst die Ordnungen der einzelnen Glieder

in dem obigen Ausdruck ab. Es gilt ftr alle i

ord(h )+ord(s )> ord(h )+ord(r )-m0i 0i 0i 0i
> ord(h )+ord(r )-mi i
> d-m (nach (4)),

, ,ord(h )+ord(s )> ord(h )+ord(r )-m0i 0i 0i 0i,> ord(h )+ord(r )-mi i
> d+1-m (nach (5)).

Die Ordnung von <h ,s > ist demnach mindestens d-m und die der0 0
beiden anderen Glieder sogar noch grober (wegen der Ordnung von

x siehe (6)). Es folgt0 d-m+1<h ,s >+F egr(I ,R ).0 0 R 0 00
Dies ist aber gerade die zu beweisende Relation <H ,S >egr(I ,R ),0 0 0 0
denn

d-d(1)+1 d-d(n)+1H = h +(F ,...,F ) (vgl. (3))0 0 R R0 0d(1)-m+1 d(n)-m+1S = s +(F ,...,F ).0 0 R R0 0
Q.E.D.

(2.18) LEMMA

Sei f:(A,m)------L(B,n) ein flacher lokaler Homomorphismus lokaler

Ringe. I sei ein Ideal in B derart, dab B/I ebenfalls A-flach ist.

Dann liefert eine beliebige Anhebung eines Erzeugendensystems des

Ideals I := IB in B := B/mB zu einer Menge von Elementen aus I ein0 0 0
Erzeugendensystem von I.

B e w e i s: Da B/I A-flach ist, ist (m(LA)t B/I injektiv. DieA
linke Seite liefert mt B/I= mt Bt B/I= mBt B/I= mB/mI, dieA A B B
rechte B/I. Daher bedeutet die Injektivitat InmB= mI. Nun gilt

I = I+mB/mB= I/InmB= I/mI. Die Anhebung des Erzeugendensystems0
erzeugt also ein Teilideal Jc I mit J+mI= I. Nakayamas Lemma

liefert I= J.

Q.E.D.

(2.19) LEMMA

Sei f:A------LR ein Ringhomomorphismus und J ein Ideal in R derart,
ndab R/J A-flach ist. re R sei ein Erzeugendensystem von J.

nFerner seien I ein Ideal in A und ae R ein Vektor mit <a,r>e IR.
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, n ,Dann gibt es einen Vektor a e R mit a _ a mod IR ftr allei i,ie {1,...,n} und <a,r>= 0.

B e w e i s: Die exakte Sequenz 0------LJ------LR------LR/J------L0 liefert beim

Tensorieren mit A/I tber A, dab 0------LJ/IJ------LR/IR exakt ist.

Folglich gilt IRnJ= IJ. Wir haben also sogar <a,r>e IJ erhalten,
------ ------ ndas heibt es gibt eine Darstellung <a,r>= <a,r> mit ae (IR) .

, ------Man kann a := a-a setzen.

Q.E.D.

Wir kommen nun zur angektndigten Charakterisierung der monomial

filtrierten lokalen Ringe, die nur tangential flache Deformationen

besitzen. Diese betrachten wir als das Hauptergebnis der vorlie-

genden Arbeit.

(2.20) SATZ

Sei (B ,y ,E) ein monomial filtrierter lokaler Ring, der einen0 0
Korper enthalt. Wir betrachten folgende Aussagen.

(i) Es gilt N y (<-1)= 0.gr(B )0
(ii) (B ,y ,E) hat nur tangential flache Deformationen.0 0

(iii) Es gilt gr(N y)(<-1)= 0.B0
Ist dann E separiert filtrierend, so gilt (ii)6(iii).

Ist E sogar endlich erzeugt, so gilt (i)6(ii).

B e w e i s: (i)6(ii) Sei f:(A,m)------L(B,n) eine Deformation von B .0
Wir haben zu zeigen, f ist tangential flach.

yWegen gr (B)= gr (B ) ist daftr hinreichend, dab der induzierteF F yB y B y yHomomorphismus f :A------LB tangential flach ist. f ist flach, da
yB flach tber B ist, und gentgt auch den weiteren Bedingungen aus

Definition (2.5.a). (Dies folgt bei (i) und (ii) unmittelbar aus
1 1 yderen Konstruktion, (iii) ergibt sich aus gr(B/F B)= gr((B/F B) )=A Ay 1 y ygr(B /F B ).) Damit ist f eine Deformation von B .A 0

Wir konnen also annehmen, dab B n-adisch vollstandig ist.

Ftr die tangentiale Flachheit von f ist nach Folgerung (1.12.ii)
d d dhinreichend, dab die Homomorphismen ft A/F :A/F ------LB/F B filtrierterA A A A

lokaler Ringe tangential flach sind ftr alle deN\{0}. Diese sind

flach nach Basiswechsel und gentgen auch den weiteren Bedingungen

aus Definition (2.5.a). (Man beachte hierbei insbesondere, dab mit

F auch F d relative E-Filtration beztglich y ist.) Sie sindB B/F B 0A dalso Deformationen von B . Es sei bemerkt, dab mit B auch B/F B im0 AdSinne der kanonischen Filtration vollstandig ist und dab A/FA
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artinsch und separiert ist.

Wir konnen also annehmen, dab B n-adisch vollstandig und A artinsch

und (stark) separiert ist.

Um die tangentiale Flachheit von f:A------LB zu beweisen, zeigen wir

die tangentiale Flachheit von ft A/J: A/J------LB/JB ftr alle Ideale IA
in A per Induktion nach der Lange l:= l(A/J).

Im Falle l= 1 ist A/J ein Korper, also ft A/J trivialerweiseA
tangential flach.

Sei jetzt l> 1. Wir unterscheiden zwei Falle.
1(a) Es gilt F = (0).A/J1 1Dies bedeutet F (A/J)= (0), also F c J. ft A/J: A/J------LB/JB entstehtA A A1 1 1also durch Basiswechsel aus ft A/F : A/F ------LB/F B, was laut Voraus-A A A A

setzung tangential flach ist.
1(b) Es gilt F $ (0).A/J

Nach dem folgenden Lemma (2.21) existiert ein von Null verschie-
1denes Sockelelement t in A/J mit te F . Nach Induktionsvoraus-A/J

setzung ist der Homomorphismus filtrierter lokaler Ringe

ft A/Jt (A/J)/t(A/J)= ft A/(J+tA): A/(J+tA)------LB/(J+tA)BA A/J A
tangential flach.

Da F stark separiert und E eine separiert filtrierende FamilieA/J
ist, ist auch die relative E-Filtration F stark separiertB/JB
nach Lemma (2.4.v).

Nach Proposition (2.9) existiert ein kommutatives Diagramm von

Homomorphismen filtrierter lokaler Ringe
ftA/JA/J------------------------------------------------LB/JB\ O\ /g\ /h> /R ,

wobei g tangential flach, h surjektiv und F die BildfiltrationB/JB
von F ist. Da E endlich erzeugt ist, ist hierbei gr (R )R F 0R0(mit R :=R/mR) noethersch. Desweiteren kann F stark separiert0 R
gewahlt werden.

Damit sind wir in der Situation von Proposition (2.17).
yMit I:= ker(h) gilt nun B/JB= R/I und damit B = (R/I)/m(R/I)=0

(R/mR)/I(R/mR)= R /I . I ist also der Kern des von h induzierten0 0 0yHomomorphismus h : R ------LB . Dieser kann als eine kanonische Surjek-0 0 0ytion L[[Y ,...,Y ]]/H------LB gewahlt werden. Sei K/H= I . Damit gilt1 r 0 0
N (<-ord (t))= N (<-ord (t))gr(I ,R ) F gr(K/H,L[[Y ,...,Y ]]/H) F0 0 A/I 1 r A/I

c N (<-ord (t))gr(K,L[[Y ,...,Y ]]) F1 r A/I
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= N y (<-ord (t))gr(B ) F0 A/I
c N y (<-1)gr(B )0
= 0 .

1Man beachte, te F hat mindestens die Ordnung 1. Ferner sind dasA/I
folgende Lemma (2.22), die Definition von N y und die Voraus-gr(B )0setzung (ii) benutzt worden.

Nach Proposition (2.17) ist ft A/J: A/J------LB/JB auch im 2. FallA
tangential flach.

Die Behauptung ist bewiesen.

(ii)6(iii) Wir nehmen an, Aussage (iii) ware falsch.
ySei L(LB ein Koeffizientenkorper. Wir setzen0 2A:= L[[t]]/(t ) ,

y 2 yB:= B [[t]]/(t )= At B .0 L 0
Die kanonische Abbildung f:A------LB ist offenbar ein lokaler Homomor-

yphismus lokaler Ringe mit der Faser B und nach Basiswechsel flach.0 2t ist ein Sockelelement von A. Mit R:= L[[Y ,...,Y ,t]]/(t ) exis-1 r
tiert nun ein kommutatives Diagramm von lokalen Homomorphismen

lokaler Ringe
fA------------------------------------------------LB\ O\ /g\ /h> /R .

Hierbei gelte g(t)= t und h(t)= t, g induziere die Identitat von L
yund h induziere die kanonische Surjektion L[[Y ,...,Y ]]------+B ((LB),1 r 0y(das heibt die Einschrankung L------LB ist der fixierte Koeffizienten-0

korper und es gilt Y 9Ly ftr alle i).i 0i
Insbesondere ist h surjektiv.

, , r+1Wir definieren nun eine filtrierende Familie E mit E c N ftrd
alle deN durch

,(a ,...,a ,a)e E 5 EieN:(a ,...,a )e E ,a+i>d .1 r d 1 r i,Trivialerweise ist mit E auch E koendlich filtrierend.
,Wir wollen nun zeigen, dab E auch separiert filtrierend ist.

------Sei keN vorgegeben. Dann existiert ein deN derart, dab

(a ,...,a )e E------ a +...+a > k liefert, denn E ist separiert1 r d 1 r , ------filtrierend. Sei nun (a ,...,a ,a)e E mit d:= d+k. Dann mub a>k1 r d
oder (a ,...,a )e E------, also in jedem Falle a +...+a +a> k gelten1 r d 1 r
Dies war zu zeigen.

,Wir versehen nun R mit der durch (Y ,...,Y ,t) definierten E -1 r ,Filtration und B mit der durch (y ,...,y ,t) definierten E -01 0r
Filtration. F sei die kanonische Filtration, das heibt es gelteA
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1 dF = (t) und F = (0) ftr d> 2.A A
Dann ist F die Bildfiltration von F ; f,g und h sind Homo-B R
morphismen filtrierter lokaler Ringe.

------Seien nun A:= L[[t]] mit der kanonischen Filtration F------ undA------R:= L[[Y ,...,Y ,t]] mit der durch (Y ,...,Y ,t) definierten1 r 1 r, ------ ------ ------E -Filtration F------ versehen und g:A------LR die kanonische Abbildung.R------Offenbar ist g ein Homomorphismus filtrierter lokaler Ringe.
------Wir wollen mittels Lemma (2.10) zeigen, dab g tangential flach ist.

------Untersuchen wir also die Filtration F auf der Faser von gR a ad 0 1 r aR = L[[Y ,...,Y ]]. F------ wird von allen Monomen Y Q...QY Qt mit0 1 r R 1 r
(a ,...,a )e E und i+a> d erzeugt. Beim Tbergang zur Faser ver-1 r i
schwinden nur die Monome mit a=0 nicht, das heibt F wird vona a R1 r 0allen Monomen Y Q...QY mit (a ,...,a )e E und i>d erzeugt.1 r 1 r i
F ist also die durch (Y ,...,Y ) definierte E-Filtration.R 1 r0 ,Nach der Definition von E gilt nun

a a a a1 r a a 1 rord (Y Q...QY Qt )= ord (t )+ ord (Y Q...QY ) .F------ 1 r F------ F 1 rR A R0------Damit ist g tangential flach und nach Basiswechsel auch g.

Wir sind also in der Situation von Proposition (2.14).
yMit I:= ker(h) gilt B= R/I und damit B = (R/I)/t(R/I)=0

(R/tR)/I(R/tR)= R /I . I ist also der Kern des von h induzierten0 0 0yHomomorphismus h :R ------LB . Dieser ist jedoch die kanonische Sur-0 0 0 yjektion L[[Y ,...,Y ]]------LB . Nach unserer Annahme gilt1 r 0
(0)$ gr(N y)(<-1)B0

= gr(N )(<-ord (t)) .I F0 A ,Proposition (2.14) liefert nun ein Ideal I in R derart, dab
, , , yf : A------LR/I =: B ebenfalls die Faser B hat, flach aber nicht0
tangential flach ist. Nach unserer Konstruktion ist F , eineB1relative E-Filtration beztglich y tber F . Wegen F = m= (t) ist0 A A, 1 ,f t A/F tangential flach. f ist also eine Deformation von B ,A A 0
die nicht tangential flach ist.

Daher ist Aussage (ii) falsch. Wir haben einen Widerspruch

erhalten.

Q.E.D.

(2.21) LEMMA

Sei (A,m) ein artinscher lokaler Ring, Soc(A):= Ann(m) dessen

Sockel. I sei ein von Null verschiedenes Ideal in A. Dann gilt
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InSoc(A)$ (0) .

B e w e i s: Sei (0)=M CM C...CM =I eine Kompositionsreihe von I0 1 l
als A-Modul. Es gilt mM c M . Das Lemma von Nakayama liefert1 1
mM C M , so dab wegen l(M )= 1 mM = (0) gelten mub. Es ergibt sich1 1 1 1
(0)$ M c InSoc(A).1

Q.E.D.

(2.22) LEMMA

Seien R ein filtrierter lokaler Ring und Kc H zwei Ideale in R.

Dann existiert (in kanonischer Weise) ein graduierter Mono-

morphismus

N (L N .gr(H/K,R/K) gr(H,R)
B e w e i s: Wir berechnen beide Normalenmoduln. Zunachst gilt

N = Hom (gr(H,R),gr(R)/gr(H,R))gr(H,R) gr(R)
= Hom (gr(H,R),gr(R/H)) .gr(R)

gr(H/K,R/K) ist der Kern der kanonischen Surjektion

gr(R/K)------+ gr(R/H), also von gr(R)/gr(K,R)------+ gr(R)/gr(H,R). Folglich

gilt gr(H/K,R/K)= gr(H,R)/gr(K,R). Es ergibt sich

N = Hom (gr(H/K,R/K),gr(R/K)/gr(H/K,R/K))gr(H/K,R/K) gr(R/K)
= Hom (gr(H,R)/gr(K,R),gr(R/H)) .gr(R)/gr(K,R)

Dies liefert die Behauptung.

Q.E.D.

(2.23) KONVENTION

Seien L ein Korper, X ,...,X Unbestimmte, R := L[[X ,...,X ]],1 r 0 1 r
I ein Ideal in R und B := L[[X ,...,X ]]/I . Ferner sei F eine0 0 0 1 r 0
(in (X ,...,X ) monomiale) Filtration auf R . Wir werden im Folgen-1 r 0
den der Einfachheit halber die Formulierung benutzen,

B hat mit der Filtration F nur tangential flache Deformationen.0 ------Dies soll bedeuten, der monomial filtrierte lokale Ring (B ,X,E)0
hat nur tangential flache Deformationen. Hierbei seien
------ ------ ------ ------X:= (X ,...,X ) mit X := (X mod I )1 r i i 0
und E die durch F und (X ,...,X ) definierte filtrierende Familie.1 r
(vgl. Beispiel (1.4.b))

(2.24) BEMERKUNGEN

Unser Satz (2.20) verallgemeinert Theorem (2.5) der Arbeit [He-1].

Dort werden, tbersetzt in die Sprache der vorliegenden Arbeit,

filtrierte lokale Ringe (B ,y ,E) betrachtet, bei denen0 0
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rE = {(a ,...,a )eN : a +...+a >d}d 1 r 1 r
gilt, B also mit der kanonischen Filtration versehen ist. Als0
Deformationen werden nur solche Homomorphismen f:(A,m)------L(B,n)

filtrierter lokaler Ringe zugelassen, bei denen F (und damitA
auch F ) die kanonische Filtration ist. In dieser Situation werdenB
dann die Implikationen (i)6(ii)6(iii) gezeigt, die wir verallge-

meinert haben.

In [He-1] wurde ftr eine Reihe lokaler Ringe B := R /I mit0 0 0
R := L[[X ,...,X ]] gezeigt, dab sie, im Sinne jener Arbeit,0 1 r
nur tangential flache Deformationen besitzen. Dazu wurde jeweils

N (<-1)= (0) nachgerechnet. Laut Satz (2.20) bedeutet dies,gr(I ,R )0 0B hat mit der kanonischen Filtration auf R nur tangential flache0 0
Deformationen (vgl. Konvention (2.23)). Das ist eine etwas allge-

meinere Aussage als bei [He-1], da hier auch Deformationen

f:(A,m)------L(B,n), bei denen F nicht die kanonische Filtration ist,A
zulassig sind.

Dies betrifft, neben vielen anderen, die lokalen Ringe
3 3 3 2 2 2B := L[[X,Y,Z]]/(X ,Y ,Z ,X Y,Y Z,Z X) und0 2 2B := L[[X,Y,Z]]/(X +YZ,Y +XZ,XY)0

(vgl. [He-1], Examples (2.7), (2.8)) und tbrigens auch den Fall,

dab B regular ist.0
Es bleibt die Frage nach der Nttzlichkeit unseres Satzes (2.20).

Wir wollen darauf im letzten Abschnitt der Arbeit eingehen.

Es wird sich herausstellen, dab er dazu benutzt werden kann,

ftr bestimmte Singularitaten die Gtltigkeit von Lech- Hironaka-

Ungleichungen (vgl. Bemerkung (3.1) weiter unten in dieser Arbeit)

zu zeigen.

Wir konstruieren nun Beispiele lokaler Ringe B := R /I mit0 0 0
R := L[[X,Y,Z]], die mit gewissen (nicht kanonischen) Filtrationen0
auf R nur tangential flache Deformationen besitzen.0
Wir hoffen, es wird schon hier klar, dab diese Beispiele nicht

tbermabig ktnstlich konstruiert sind, sondern dab im Gegenteil

sehr viele davon existieren.

(2.25) BEISPIEL
2 2Es sei B := R /I mit R := L[[X,Y,Z]] und I := (X ,XY,Z ).0 0 0 0 02F sei die (X,Y,Z )-adische Filtration auf R .0

Dann hat B mit F nur tangential flache Deformationen.0
(vgl. Beispiel (1.25))
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B e w e i s: Wir haben N (<-1)= 0 zu zeigen. Offenbar giltgr(B )0gr(R )= L[X,Y,Z] als L-Vektorraum, aber ftr die Multiplikation0 a +a b +b c +c1 2 1 2 1 2a b c a b c & X Y Z falls (*) gilt1 1 1 2 2 2X Y Z QX Y Z = { 0 sonst9
mit

a +a b +b c +c a b c a b c1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 2 2(*) ord (X Y Z )= ord (X Y Z )+ ord (X Y Z ) .
1Da F mit der durch (X,Y,Z) definierten q-Filtration mit q= (1,1,------)(c +c ) (c ) (c ) 21 2 1 2tbereinstimmt, vereinfacht sich (*) zu {------------------------------}= {------------}+ {------------} , also2 8 2 8 2 89 9 9(c ) (c )1 2(+) {------------}+ {------------}< 1.2 8 2 89 9 2 2Es ergibt sich (siehe Beispiel (1.25)), dab (X ,XY,Z ) eine

2 2Standardbasis von I bildet, also X ,XY,Z e gr(I ,R )c gr(R )0 0 0 0
das Ideal gr(I ,R ) erzeugen.0 02 2Es gilt deg(X )= deg(XY)= 2 und deg(Z )= 1. Die homogenen Elemente

von N des Grades d sind somit gegeben durch Tripel G vongr(B )0homogenen Polynomen G ,G ,G mit deg(G )= deg(G )= d+2 und1 2 3 1 2
deg(G )= d+1, ftr die die Implikation3
<R,F>=06 <R,G>e gr(I ,R )0 0 2 2 3besteht. Hierbei sei F= (X ,XY,Z )e gr(R ) , R ein beliebiges0
Tripel mit Koordinaten aus gr(R ) und alle Grade (und der Begriff0
"homogen") sind im Sinne der kanonischen Graduierung von gr(R ) zu0
verstehen. Es reicht somit zu zeigen, dab jedes solches Tripel G

mit deg(G )= deg(G )= 0 und G = 0 verschwindet. Eine Kurzfassung1 2 3
des Beweises dieser Aussage ist in der folgenden Tabelle enthalten,

die wir hier erlautern werden. Ahnliche Tabellen werden wir im

Folgenden haufig, und im allgemeinen mit nur wenigen Kommentaren

versehen, benutzen.
2 2Erzeugende F X XY Z

eine Syzygie R Y -X

N (<-1) G A +A Z B +B Z 0gr(B ) 1 2 1 20 0 0
Die Polynome in der ersten Zeile der Tabelle sind die Erzeugenden

F des Ideals gr(I ,R ). Darunter stehen Syzygien der F , die ftri 0 0 i
den Beweis benotigt werden. Es sei bemerkt, dab dies Syzygien im

Sinne der Multiplikation in gr(R ) sind. Die Angaben darunter0
beschreiben den Verlauf des Beweises.

Wir haben die allgemeine Form homogener Polynome vom Grad 0 in

gr(R ) angesetzt. Dabei ist A ,B eL ftr alle i. Damit gilt0 i i
<R,G>= A Y+A YZ-B X-B XZ. Man beachte auch hier, dab die Produkte1 2 1 2
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im Sinne von gr(R ) gebildet worden sind. Die Elemente Y, YZ, X und0 2 2XZ des Faktorrings L[X,Y,Z]/(X ,XY,Z ) sind nun L-linear unab-

hangig. Die Annahme
2 2A Y+A YZ-B X-B XZe gr(I ,R )= (X ,XY,Z )1 2 1 2 0 0

liefert also

A = A = B = B = 0.1 2 1 2
Q.E.D.

(2.26) BEISPIEL

Es sei B := R /I mit R := L[[X,Y,Z]] und0 0 0 02 2 2 2 2 2 2I := (X YZ+ XY Z, X YZ+ XYZ , X YZ- Y Z ).0 2F sei die (X,Y,Z) -adische Filtration auf R .0
Dann hat B mit F nur tangential flache Deformationen.0
B e w e i s: Wir zeigen N (<-1)= 0. Es gilt gr(R )= L[X,Y,Z]gr(B ) 00als L-Vektorraum, ftr die Multiplikation jedoch

a +a b +b c +ca b c a b c & 1 2 1 2 1 21 1 1 2 2 2 X Y Z falls (+) giltX Y Z Q X Y Z = {
9 0 sonst

Hierbei ergibt sich ftr die Bedingung (+)
(a +b +c ) (a +b +c )1 1 1 2 2 2(+) {------------------------------------------------}+ {------------------------------------------------}< 1 ,2 8 2 89 9

denn F stimmt mit der durch (X,Y,Z) definierten q-Filtration mit
1 1 1q= (------,------,------) tberein.2 2 22 2 2 2 2 2 2X YZ+ XY Z, X YZ+ XYZ , X YZ- Y Z e gr(R ) sind homogene Elemente0

vom Grade 2. Die Exponentensumme in jedem auftretenden Monom ist

gerade, so dab Produkte mit ihnen wie in R gebildet werden. Wir0
haben es folglich bereits mit einem Erzeugendensystem von gr(I ,R )0 0
zu tun.

Ftr N (<-1) ergibt sich folgende Tabelle.gr(B )0 2 2 2 2 2 2 2Erzeugende F X YZ+ XY Z X YZ+ XYZ X YZ- Y Z

Grad 2 2 2

einige Syzygien R XZ -YZ -XZ1 2R Z -XZ XZ2

N (<-1) G A +B X+C Y+D Z A +B X+C Y+D Z A +B X+C Y+D Zgr(B ) 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 30
Man beachte, die homogenen Elemente von N des Grades -2 sindgr(B )0gegeben durch Tripel G, deren Koordinaten homogen vom Grad 0 sind.

Deren allgemeine Form haben wir angesetzt.

Die Syzygie R liefert nun A =C =D =0, die Syzygie R A =C =D =0.1 2 2 2 2 1 1 1
Jetzt sichert R A =D =0 und R C =0. Mit Syzygie R erhalten wir1 3 3 2 3 1
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B =0 und mit R B =0. Schlieblich liefert R oder R B =0.2 2 1 1 2 3
Wir haben N (<-1)= 0 erhalten.gr(B )0 Q.E.D.

Man konnte meinen, dab sich beide Syzygien R und R durch "Divi-1 2
sion durch Z" vereinfachen lassen. Dies liefert zwar tatsachlich

Syzygien von F, doch sind diese ftr den Beweis von N (<-1)= 0gr(B )0nicht geeignet, da sie sich beztglich der Multiplikation in gr(R )0
zu ungtnstig verhalten.

Der Satz (2.20) liefert ftr die tangentiale Flachheit aller Defor-

mationen eines monomial filtrierten lokalen Rings eine notwendige

und eine hinreichende Bedingung. Das folgende Beispiel (2.27)

zeigt, dab diese im allgemeinen verschieden sind, der Satz also

versagen kann.

(2.27) BEISPIEL
2 2 3Es sei B :=R /I mit R := L[[X,Y,Z]] und I := (X ,XY,XZ,Y ,YZ,Z ).0 0 0 0 02F sei die (X,Y,Z )-adische Filtration auf R . Dann gilt0

N (<-1)$ 0 , abergr(I ,R )0 0
gr(N )(<-1)= 0.I0
B e w e i s: Zeigen wir zuerst N (<-1)$ 0. Es giltgr(I ,R )0 0gr(R )= L[X,Y,Z] als L-Vektorraum, ftr die Multiplikation jedoch0 a +a b +b c +c (c ) (c )a b c a b c & 1 2 1 2 1 2 1 21 1 1 2 2 2 X Y Z falls {------------}+ {------------}< 1X Y Z QX Y Z = { 2 8 2 89 99 0 sonst .
(vgl. Beispiele (1.25) und (2.25))

gr(I ,R ) wird von allen Anfangsformen der Elemente aus I erzeugt,0 0 0 2damit von allen Monomen, die im Sinne von R Vielfache von X ,XY,02 3XZ,Y ,YZ oder Z sind. Um zu Vielfachen im Sinne von gr(R ) tber-0a b cgehen zu konnen, ist jedes dieser Monome vom Typ X Y Z mit ungera-
a b c a b c+1dem c durch das Paar, bestehend aus X Y Z und X Y Z , zu erset-

2 2 2 2 3 4zen. gr(I ,R ) wird also von X ,XY,XZ,XZ ,Y ,YZ,YZ ,Z ,Z e gr(R )0 0 0
erzeugt. Wir erhalten folgende Tabelle.

Lfd. Nummer i 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 2 2 2 3 4Standardbasis F X XY XZ XZ Y YZ YZ Z Zi

Grad 2 2 1 2 2 1 2 1 2

Syzygien R ...ji

ein Element von G 0 0 0 0 0 0 0 0 ZiN (<-1)gr(I ,R )0 0
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Wir haben zu zeigen, dab ftr alle Syzygien R von F das entspre-j
chende Skalarprodukt <R ,G>= R QZ in gr(I ,R ) liegt. Ist nunj j9 0 0a b c a b cX Y Z ein Monom mit a+b+c> 2, so hat das Produkt X Y Z QZ eine

Exponentensumme von mindestens 3 oder es verschwindet. In beiden
a b cFallen gilt offenbar X Y Z QZe gr(I ,R ). Ferner liegen XQZ= XZ,0 0

YQZ= YZ und ZQZ= 0 in gr(I ,R ). Es bleibt also nur der Fall zu0 0
betrachten, dab das Polynom R ein von Null verschiedenes Absolut-j9 4glied C enthalt. R QF enthalt somit den Summanden CZ . Wegenj9 99
0= <R ,F>= S R QFj ji ii=1
und der speziellen Wahl der Monome F ist dies aber nicht moglich.i 3(Man beachte hierbei insbesondere, dab ZQF = ZQZ = 0 ist.)84Es ist ord(Z )= 2 und ord(Z)= 0. Wir haben also ein von Null

verschiedenes Element aus N (-2) gefunden.gr(I ,R )0 0Zeigen wir nun gr(N )(<-1)= 0. Zur Untersuchung von N mub manI I0 0von einem Erzeugendensystem von I ausgehen. Wir wahlen daftr0
wieder die obige Standardbasis, da dies im weiteren Verlauf der

Rechnung Vorteile bringt. Sie wird wiederum mit F bezeichnet, es
9ist jedoch zu beachten, dab hier Fe R gilt und auch alle weiteren0

Rechnungen in R stattfinden. Die Elemente von N sind gegeben0 I0durch 9-Tupel G von Polynomen aus R , ftr die die Implikation0
<R,F>=06 <R,G>e I0
besteht. Hierbei sei R ein beliebiges 9-Tupel mit Koordinaten

aus R . Wir erhalten folgende Tabelle.0
Lfd. Nummer i 1 2 3 4 5 6 7 8 9

2 2 2 2 3 4Erzeugendensystem F X XY XZ XZ Y YZ YZ Z Zi
Ordnung 2 2 1 2 2 1 2 1 2

einige Syzygien R Z -X1i
R Z -X2i
R Z -Y3i
R Z -X4i
R Z -Y5i
R Z -16i 2R -Z X7i

N G ...I i0
Sei nun geN ein beliebiges Element des Normalenmoduls. Wir wollenI0zeigen, dab ftr alle ie {1,...,9}

ord(g(F ))= ord(G )> ord(F )-1i i i
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gilt. Ftr i= 3, 6 und 8 ist dies trivial. Ftr die weiteren i ist zu

zeigen, dab die Polynome G keine Glieder vom Typ C oder CZ mit CeLi
enthalten konnen. Ftr i= 1, 2, 4, 5 und 7 folgt dies sofort mittels

der Syzygien R , R , R , R bzw. R . Es bleibt i=9 zu betrachten.1 2 4 3 5
Die Syzygie R gestattet nur, dab G ein Glied CZ und G ein Glied6 9 8
C enthalt. Dem widerspricht aber Syzygie R .7
Sei nun xeI beliebig. Wir setzen o:= ord(x). Da F eine Standard-0
basis von I bildet, gibt es nach Lemma (2.15) eine Darstellung09
x= S X Fi ii=1
mit X eR und ord(X )+ord(F )> o ftr alle i. Damit gilti 0 i i9 9
g(x)= S X g(F )= S X Gi i i ii=1 i=1

und

ord(g(x))> min (ord(X )+ ord(G ))i ii
> min (ord(X )+ ord(F )- 1)i ii
> o- 1

= ord(x)- 1 .

-1Wir haben ge F erhalten. Da ge N beliebig gewahlt war, folgtN II 0-1 0F =N und gr(N )(<-1)= 0.N I II 0 00
Q.E.D.
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3. LECH- HIRONAKA- UNGLEICHUNGEN

(3.1) BEMERKUNG

Wir betrachten flache lokale Homomorphismen f:(A,m)------L(B,n) lokaler

Ringe. Auf C. Lech geht das Problem zurtck, ob in dieser Situation

stets ftr geeignete Summentransformierte der Hilbertreihen (im Sin-

ne kanonischer Filtrationen) die Ungleichung
i iH > HB A

gilt. Im Zusammenhang mit der Auflosung der Singularitaten stellte

H. Hironaka die Frage, ob sogar immer
1 1H > HB A

erftllt ist. Ist die Faser B des Homomorphismus f d-dimensional,0
so gilt dim B = dim A + d, so dab hier nattrlicherweise verscharfte

Ungleichungen vom Typ
i i+dH > HB A

zu untersuchen sind. Betrachtet man anstelle von Hilbertreihen

lediglich Multiplizitaten, so vereinfacht sich die letzte Unglei-

chung zu

e(B)> e(A).

Die Hauptschwierigkeit beim Beweis solcher Ungleichungen sind die

vielen Unbestimmten, namlich zwei lokale Ringe und ein Homomorphis-

mus zwischen ihnen. Es ware somit wenig sinnvoll, Ergebnisse ftr

einzelne, konkrete Homomorphismen anzustreben. Es erscheint jedoch

ein verntnftiger Spezialfall zu sein, wenn man eine der obigen Un-

gleichungen ftr alle flachen lokalen Homomorphismen f:(A,m)------L(B,n)

mit einer fixierten Faser (B ,n ) zeigen kann.0 0
Die hierzu bisher bekannten Ergebnisse sind recht bescheiden. So

1 1zeigte C. Lech selbst die Ungleichung H > H , wenn (B ,n ) einB A 0 0
vollstandiger Durchschnitt ist (vgl. [L-2]). Dies labt sich noch

auf den Fall verallgemeinern, dab (B ,n ) eine formale semiuniver-0 0
selle Deformation mit regularer Basis besitzt (vgl. [He-3]).

1 1Desweiteren gilt H > H , wenn (B ,n ) (im Sinne kanonischer Filtra-B A 0 0
tionen) nur tangential flache Deformationen besitzt (vgl. [He-1]).

In einer noch wesentlich spezielleren Situation, namlich wenn

(B ,n ) Faktorring eines regularen lokalen Rings nach einem Haupt-0 0 0 0ideal ist, zeigte J.-J. Risler sogar H > H (vgl. [Ri]). FernerB A
sind die Arbeiten [V], [Hi], [Si], [L-L] und [Lj] zu beachten,

insgesamt ist jedoch festzustellen, dab ftr die obigen Unglei-

chungen bisher nur wenige positive Beispiele und keine Gegen-



2

beispiele existieren.

Wir wollen weitere positive Beispiele gewinnen unter der Voraus-

setzung, dab (B ,n ) mit einer gewissen (nicht kanonischen) Filtra-0 0
tion nur tangential flache Deformationen besitzt. Die entscheidende

Idee dazu besteht in einer Ungleichung zwischen bestimmten Langen,

die wir als Lemma (3.4) formulieren werden. Ftr deren Beweis beno-

tigen wir aus technischen Grtnden eine Verallgemeinerung des

Begriffes "Filtration" und eine entsprechende Verallgemeinerung

des Begriffes "assoziierter graduierter Ring" auf die Situation
n nallgemeinerer Indexmengen vom Typ N bzw. Z . Wir sprechen dann von

Multifiltrationen oder n- Filtrationen. Wir schranken uns hierbei

nicht auf lokale Ringe ein, da wir spater eine allgemeinere Situa-

tion zu betrachten haben.

(3.2) DEFINITIONEN
nWir betrachten Z als kommutative Gruppe beztglich der gewohn-

nlichen Addition. , sei eine Ordnungsrelation auf Z , die mit der

Operation vertraglich (das heibt x, y impliziert xz, yz ftr alle
n nx,y,ze Z ) und deren Einschrankung auf N eine Wohlordnung ist.

(Daraus ergibt sich zum Beispiel, dab (0,...,0) beztglich , das
n nkleinste Element von N ist.) Ist deN , so bezeichnen wir seinen

nNachfolger mit d .

Eine Multifiltration, genauer n- Filtration auf dem Ring A ist
ddann eine Familie (F ) n von Idealen in A mitA deNd d1 2 n(a) F b F ftr alle d ,d e N mit d , d ,A A 1 2 1 2

0 d n(b) F = A und F $ A falls deN , d$0,A Ad d d +d1 2 1 2 n(c) F QF c F ftr alle d ,d e N .A A A 1 2

Sei A ein Ring, der mit einer n- Filtration F versehen ist.A
Dann wird die direkte Summe

nd ds F /Fn A AdeN
mit der Multiplikation

n ,n , nd , d , (d+d )(a mod F )Q(a mod F ):= (aa mod F )A A A,d , dftr ae F , a e F versehen, zu A assoziierter multigraduierterA A
bzw. n- graduierter Ring genannt und mit gr (A) bezeichnet.FAIst M ein A- Modul, so heibt die direkte Summe

nd ds F M/F M ,meO(t) A A
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versehen mit der Multiplikation mit Elementen aus gr (A)Fn ,n , n Ad d (d+d )(a mod F )Q(m mod F M):= (am mod F M)A A A,d dftr ae F , me F QM zu M assoziierter multigraduierter gr (A)-A A FAModul und wird mit gr (M) bezeichnet.FASeien f: A------LB ein Homomorphismus von Ringen und F eine n- Filtra-Ad ntion auf A. Wir nehmen f(F )$ B ftr alle deN mit d$0 an, was zumA
Beispiel bei lokalen Homomorphismen lokaler Ringe erftllt ist.

Dann definiert

d d nF := f(F )B ftr alle de NB A

eine n- Filtration auf B, die wir Bild- n- Filtration nennen.

Seien A ein Ring, der mit einer n- Filtration F versehen ist,A
und ICA ein echtes Ideal in A. Der Faktorring A/I wird mit der

nBild- n- Filtration F versehen (,falls ftr alle deN mit d$0A/IdI+ F $ A gilt, was zum Beispiel im lokalen Fall trivial ist). DannA
induziert die nattrliche Abbildung p:A------LA/I eine kanonische Sur-

jektion
nd dgr(p): gr (A)------L gr (A/I)= (gr (A/I))= s F +I/F +I .F F F nA A A/I deN

Deren Kern ist ein homogenes Ideal im multigraduierten Ring

gr (A), heibt Anfangsformenideal von I in gr (A), und wird mitF FA Agr (I,A) bezeichnet.FAEs sei bemerkt, dab
n nd d dgr (I,A)= s (F +I)nF /FF n A A AA deN n nd d d= s InF +F /Fn A A AdeN

gilt. Nennt man ftr xeA n nd d d n((x mod F ) falls xeF \F mit deNA A Ain(x)= in (x):= { nF 7 n d dA 0 falls ftr kein deN xeF \F giltA A
die Anfangsform von x in gr (A), so erzeugen die AnfangsformenFAaller Elemente aus I gerade gr (I,A).FA

(3.3) BEMERKUNGEN

Bisher haben wir uns mit der Situation beschaftigt, dab n=1

und , die gewohnliche Relation < in den ganzen Zahlen ist. In Defi-

nition (3.2) haben wir grundlegende Begriffe, die mit Filtrationen

zusammenhangen, verallgemeinert. Es ergibt sich nattrlicherweise

die Frage, ob es moglich und nttzlich ist, den Begriff der tangen-

tialen Flachheit entsprechend zu verallgemeinern. Diese Frage mub
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jedoch aufgrund ihrer Schwierigkeit in dieser Arbeit offen bleiben.

Wir werden Multifiltrationen nur zweimal aus technischen Grtnden

anwenden: Zunachst, auf lokalen Ringen, zum Beweis des folgenden

Lemmas (3.4) und spater, um das Problem der tangentialen Flachheit

aller Deformationen einer gegebenen Singularitat auf eine (in einem

gewissen Sinne) einfachere Singularitat zurtckzufthren (Satz

(3.18)). Beim letzteren wird es notwendig sein, Ringe zu betrach-

ten, die nicht lokal sind.

Seien nun A ein artinscher Ring, F eine n- Filtration auf A.A
Dann gilt offenbar

l (gr (A))< l(A).A FA
Hierbei tritt die Gleichheit genau dann ein, wenn

n d(i) ftr einen gewissen Multiindex deN F =(0) giltA
und

n(ii) ftr jedes Limeselement deN (das heibt d ist beztglich ,
nnicht unmittelbarer Nachfolger eines Elementes aus N ) ein Multi-,, d dindex d , d existiert mit F = F .A A

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns nun der angektndigten

Ungleichung zu.

(3.4) LEMMA

Es seien (R,M) ein lokaler Ring und X ,...,X Unbestimmte. Wir1 m
betrachten den Faktorring

a a a a11 1m l1 lmB:= R[[X ,...,X ]]/(I,r X Q...QX ,...,r X Q...QX ),1 m 1 1 m l 1 ma ai1 imwobei I ein beliebiges Ideal in R[[X ,...,X ]] und r X Q...QX1 m i 1 m
Monome mit Koeffizienten r e R sind. Mit einer gewissen Zahl deNi
sei

da a a da a a, 11 12 1m l1 l2 lmB := R[[X ,...,X ]]/(I,r X X Q...QX ,...,r X X Q...QX ).1 m 1 1 2 m l 1 2 m

Ist dann B artinsch, so gilt
,l(B )< dQl(B).

B e w e i s: Wir fthren der Einfachheit halber die folgenden

Bezeichnungen ein.
a a a a11 1m l1 lmJ := (I,r X Q...QX ,...,r X Q...QX )1 1 m l 1 mda a a da a a, 11 12 1m l1 l2 lmJ := (I,r X X Q...QX ,...,r X X Q...QX )1 1 2 m l 1 2 m

, ,Es gilt also B= R[[X ,...,X ]]/J und B = R[[X ,...,X ]]/J .1 m 1 m
Der Beweis erfolgt in zwei Schritten.
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Erster Schritt: Das Ideal I in R[[X ,...,X ]] verschwinde.1 m
(Man konnte hier ebenso fordern, das Ideal I werde von Monomen voma a1 mTyp rX Q...QX mit reR erzeugt. Dies ist zwar eine etwas allge-1 m
meinere Situation, wird aber spater nicht benotigt.)

G: R[[X ,...,X ]]------L R[[X ,...,X ]] sei der Ringhomomorphismus mit1 m 1 mdX 9LX , X 9LX , ..., X 9LX , der die Identitat von R induziert.1 1 2 2 m m ,Da I verschwindet, gilt G(J)c J . G induziert daher einen lokalen

Homomorphismus
, ,F: B= R[[X ,...,X ]]/J------L B = R[[X ,...,X ]]/J1 m 1 m

lokaler Ringe. Dessen Faser F ist offenbar ein Faktorring von
d(R/M)[[X ]]/(X ) und hat damit hochstens die Lange d.1 1 ,Wir versehen nun B und B mit den kanonischen Filtrationen.

1 1 0Nach Satz (1.8.i) gilt dann ftr die Hilbertreihen H ,< H QH ,B B F
was ftr alle eeN

e1 1 0H ,(e)< S H (e-i)QH (i)B B Fi=0e 1 0< S H (e)QH (i)B Fi=0
1< H (e)Ql(F)B

1< dQH (e)B

bedeutet. Dies liefert ftr grobe eeN
,l(B )< dQl(B),

also die Behauptung.

Zweiter Schritt: Das Ideal I in R[[X ,...,X ]] sei beliebig.1 mnWir fthren auf Z eine Relation , ein. Es sei

(a ,...,a ), (b ,...,b )1 m 1 m
falls mit einem gewissen ie {1,...,m+1}

a < b undi i
a = b ftr alle je {1,...,i-1}j j
gilt. (Ftr i=1 bedeute dies sinngemab a < b ; ftr i=m+1 a = b ,...,1 1 1 1
a = b .)m m nOffenbar ist die Einschrankung von , auf N eine Wohlordnung.

Wir konstruieren nun eine m- Filtration F auf R[[X ,...,X ]].1 m
Sei dazu

e ed 1 mF := (X Q...QX ) n c R[[X ,...,X ]]1 m d, e,eeN 1 m

das Ideal in R[[X ,..,X ]], das von allen Monomen in X ,...,X ohne1 m 1 m
Koeffizienten, deren Exponenten- Multiindizes (im Sinne der Rela-

tion , ) grober als d sind, erzeugt wird. Man tberprtft unschwer,
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dab die Bedingungen (a), (b) und (c) aus Definition (3.2) erftllt

sind.

Betrachten wir also beztglich der n- Filtration F assoziierte

multigraduierte Ringe. Es gilt

gr (B) = gr (R[[X ,...,X ]])/gr (J, R[[X ,...,X ]]) undF F 1 m F 1 m, ,gr (B )= gr (R[[X ,...,X ]])/gr (J ,R[[X ,...,X ]]) .F F 1 m F 1 m
Hierbei ist aufgrund der speziellen Wahl von , und F

gr (R[[X ,...,X ]])= R[X ,...,X ]F 1 m 1 m
einschlieblich der Multiplikation. Die Ideale

,gr (J,R[[X ,...,X ]]) und gr (J ,R[[X ,...,X ]])F 1 m F 1 m
in diesem Ring werden von den Anfangsformen der Elemente aus J

,bzw. J beztglich , und F erzeugt, also von Monomen in X ,...,X1 m
mit Koeffizienten aus R. Wir bemerken, dab hier tatsachlich jede

von Null verschiedene Potenzreihe aus R[[X ,...,X ]] eine von Null1 m
verschiedene Anfangsform hat, der in der Definition betrachtete

Ausnahmefall hier also nicht eintritt.

Wir zeigen nun die folgende Aussage:a a1 mIst rX Q...QX e gr (J,R[[X ,...,X ]]) mit reR, so folgt1 m F 1 m
da a a1 2 m ,rX X Q...QX e gr (J ,R[[X ,...,X ]]).1 2 m F 1 m

a a1 mSei also rX Q...QX e gr (J,R[[X ,...,X ]]). Dann gibt es ein1 m F 1 m
Element aus J, das heibt eine Summe aus einem Element aus I unda ai1 imVielfachen der r X Q...QX , dessen Anfangsform beztglicha i 1 a m1 m, und F rX Q...QX ist. Da andere Monome ohnehin keinen Einflub1 m
auf die Anfangsform haben, kann man sich auf alle i mit

(a ,...,a ), (a ,...,a ), also speziell a < a beschranken.i1 im 1 m i1 1
Mittels Multiplikation mit

(d-1)a1X1

erhalt man eine Summe aus einem Element aus I und Vielfachen der
a +(d-1)a a ai1 1 i2 imr X X Q...QX ,i 1 2 m

da a a1 i2 imderen Anfangsform gerade r X QX Q...QX ist. Ftr die Behaup-da a a i 1 2 m1 2 m ,tung rX QX Q...QX e gr (J ,R[[X ,...,X ]]) bliebe1 2 m a,F 1 m
a + (d-1)a > da zu zeigen. Dies folgt aber aus a < a .i1 1 i1 i1 1
Weiter gilt

l (gr (R[[X ,...,X ]])/gr (J,R[[X ,...,X ]])= l (gr (B))B F 1 m F 1 m B F
< l(B)

< 8 .
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Die Lange des Ringes gr (R[[X ,...,X ]])/gr (J,R[[X ,...,X ]])F 1 m F 1 m
stimmt aber mit dessen Lange, sowohl als B- Modul, als auch als

R- Modul tberein und es ist gr (R[[X ,...,X ]])= R[X ,...,X ].F 1 m 1 m
Damit mub ein N existieren mit

N(X ,...,X ) c gr (J, R[[X ,...,X ]]).1 m F 1 m
Unsere obige Aussage liefert dann

dN ,(X ,...,X ) c gr (J ,R[[X ,...,X ]]).1 m F 1 m
Man kann also, ohne die uns interessierenden Faktorringe zu ver-

andern, von R[X ,...,X ] zu R[[X ,...,X ]] tbergehen und die Ideale1 m 1 m
entsprechend vervollstandigen.

Beachten wir nun, dab die betrachteten Anfangsformenideale von

Monomen erzeugt werden, sowie die obige Aussage, so konnen wir den

ersten Schritt anwenden:
,l(gr (R[[X ,...,X ]])/gr (J ,R[[X ,...,X ]])F 1 m F 1 m

< dQ l(gr (R[[X ,...,X ]])/gr (J,R[[X ,...,X ]])F 1 m F 1 m
= dQ l(gr (B))F
< dQ l(B)

,Wir haben l(gr (B ))< dQ l(B) erhalten. Aufgrund der KonstruktionF
von F gilt erst recht ftr alle MeN

, ------ ------ Ml(B /(X ,...,X ) )< dQl(B),1 m------ ------ ,wobei X ,...,X die kanonischen Bilder von X ,...,X in B seien.1 m 1 m, ,Bezeichnen wir mit n das maximale Ideal in B , so folgt
, ,Ml(B /n )< dQ l(B),

, ,so dab die Folge der Potenzen von n stationar wird, damit B

artinsch ist und
,l(B )< dQ l(B)

gilt.

Q.E.D.

(3.5) FOLGERUNG

Es seien (R,M) ein lokaler Ring und X ,...,X Unbestimmte.1 m
Wir betrachten den Faktorring

a a a a11 1m l1 lmB:= R[[X ,...,X ]]/(I,r X Q...QX ,...,r X Q...QX ),1 m 1 1 m l 1 ma ai1 imwobei I ein beliebiges Ideal in R[[X ,...,X ]] und r X Q...QX1 m i 1 m
Monome mit Koeffizienten r e R sind. Mit gewissen Zahleni
d ,...,d e N sei1 m d a d a d a d a, 1 11 m 1m 1 l1 m lmB := R[[X ,...,X ]]/(I,r X Q...QX ,...,r X Q...QX ).1 m 1 1 m l 1 m
Ist dann B artinsch, so gilt
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,l(B )< d Q...Qd Ql(B).1 m
B e w e i s: Man wende Lemma (3.4) m mal an.

Q.E.D.

(3.6) SATZ

Es sei R := L[[X ,...,X ]] und B := R /I . Hierbei seien L ein0 1 n 0 0 0
Korper, X ,...,X Unbestimmte und I ein Ideal in R derart,1 n 0 0
dab B = R /I artinsch ist.0 0 0
B habe mit einer in (X ,...,X ) monomialen Filtration F auf R0 1 n 0
nur tangential flache Deformationen. Die Zahlen d ,...,d e N\{0}1 n
seien so gewahlt, dab

d d1 1 nF b (X ,...,X ).1 n
zutrifft.

Dann gilt ftr jeden flachen lokalen Homomorphismus f:(A,m)------L(B,n)

mit der Faser B ftr die Hilbertreihen bzw. Multiplizitaten0
(im Sinne kanonischer Filtrationen)

1l(B /F B )1 1 0 0H > H Q ------------------------------------------------------------ undB A d Q...Qd1 n dl(B / n F B )0 deN 0e(B)> e(A)Q ------------------------------------------------------------------------------ .d Q...Qd1 n1Ist speziell l(B /F B )= d Q...Qd (">" ist hier offenbar nicht0 0 1 n
moglich), so gilt

1 1H > H ,B A dist l(B / n F B )> d Q...Qd , so gilt0 deN 0 1 n
e(B)> e(A).

B e w e i s: Sei f: (A,m)------L (B,n) ein flacher lokaler Homomorphis-

mus lokaler Ringe mit der Faser B . Wir konnen o.B.d.A. annehmen,0
A und B seien vollstandig (im Sinne kanonischer Filtrationen).

y ,...,y e m seien Erzeugende des maximalen Ideals m in A.1 m
x ,...,x seien Anhebungen der (kanonischen) Bilder von X ,...,X ,1 n 1 n------ ------X ,...,X e B = B/mB, zu Elementen aus ncB. Dann gilt1 n 0
(x ,...,x )+ mB= n, also (x ,...,x ,f(y ),...,f(y ))= n.1 n 1 n 1 m
Mit Hilfe der Theorie der Cohenringe sieht man, es gibt ein kommu-

tatives Diagramm lokaler Homomorphismen.
fA------------------------------------------------------------------------------------------------------LB

I I1p 1pA B1 1qC [[Y ,...,Y ]]------------------LC [[Y ,...,Y ,X ,...,X ]]A 1 m B 1 m 1 n
Dabei seien C und C Cohenringe, Y ,...,Y und X ,...,X Unbe-A B 1 m 1 n
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stimmte. Ftr die Homomorphismen gelte q(Y )= Y , p (Y )= y ,i i A i i
p (Y )= f(y ) und p (X )= x , insbesondere sind p und p sur-B i i B j j A B
jektiv. A und B konnen so identifiziert werden mit Faktorringen

von C [[Y ,...,Y ]] bzw. C [[Y ,...,Y ,X ,...,X ]]. Wir erhaltenA 1 m B 1 m 1 n
ein kommutatives Diagramm

fA------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------LB
N NN NN NN NN NN g N
C [[Y ,...,Y ]]/I ------------------------LC [[Y ,...,Y ,X ,...,X ]]/I .A 1 m A B 1 m 1 n B

Dabei bezeichnen I und I die Kerne von p bzw. p . Der Homo-A B A B
morphismus g wird durch q induziert.

Die Filtration F auf L[[X ,...,X ]] definiere beztglich1 n n(X ,...,X ) die filtrierende Familie E= (E ) mit E cN ftr1 n d deN d
alle d. Nach Voraussetzung gilt d Qe e E ftr alle i, wobei ei i 1 i
den i- ten Einheitsvektor bezeichnet.
A A A mE =(E ) mit E cN ftr alle d sei die filtrierende Familie mitd deN dA mE := {(a ,...,a )e N : a +...+a > d} .d 1 m 1 m ADie durch (y ,...,y ) definierte E - Filtration F auf A ist dann1 m A

gerade die kanonische.
B B B m+nWeiter sei die filtrierende Familie E := (E ) mit E cN ftrd deN d

alle d gegeben durch
, , B A , ,(a ,...,a ,a ,...,a )eE 5 Ei,jeN: (a ,...,a )eE , (a ,...,a )eE ,1 m 1 n d 1 m i 1 n j

i+j>d .
BF sei die durch (y ,...,y ,x ,...,x ) definierte E - FiltrationB 1 m 1 n

auf B.

Der Homomorphismus f: A------LB filtrierter lokaler Ringe ist damit
------eine Deformation von (B ,X,E) (vgl. Definition (2.5)), also laut0

Voraussetzung tangential flach. Dies bedeutet ftr alle leN nach

Satz (1.8.ii)
l1 1 0H (l)= S H (l-i)QH (i) .(B,F ) A (B ,F )B i=0 0 B01Hierbei ist H die Hilbertreihe von A mit der kanonischen Filtra-A1 0tion, bei H und H ist die Filtration in der Bezeich-(B,F ) (B ,F )B 0 B0 ------ ------nung angedeutet, F sei die durch (X ,...,X ) definierte E- Fil-B 1 n0tration auf B .0 1Untersuchen wir nun H . Nach Konstruktion gilt(B,F )Bd d------ ------ 1 n 1(y ,...,y ,x ,...,x )c F , also1 m 1 n B
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d d------ ------ 1 n d d(y ,...,y ,x ,...,x ) c F1 m 1 n B
------ftr alle deN, wenn wir y := f(y ) setzen. Mit Hilfe von Folgerungi i

(3.5) ergibt sich ftr alle leN

1 l+1H (l)= l(B/F )(B,F ) BB d d------ ------ 1 n l+1< l(B/(y ,...,y ,x ,...,x ) )1 m 1 n
------ ------ l+1< d Q...Qd Q l(B/(y ,...,y ,x ,...,x ) )1 n 1 m 1 n
l+1= d Q...Qd Q l(B/n )1 n

1= d Q...Qd Q H (l),1 n B

so dab wir
l1 1 0d Q...Qd Q H (l)> S H (l-i)Q H (i) (*)1 n B A (B ,F )i=0 0 B0erhalten.

Betrachtet man auf der rechten Seite nur den Summanden i=0, so

erhalt man
1 1 1d Q...Qd Q H (l)> H (l)Q l(B /F B ),1 n B A 0 0

also die erste Behauptung.

Ftr grobe l stehen auf beiden Seiten von (*) Polynome vom Grade

q:= dim B (= dim A ). Die fthrenden Koeffizienten sind, auf der
d e(A)rechten Seite l(B / n F B )q ------------------------ und auf der linken Seite0 deN 0 q!e(B)d Q...Qd Q ------------------------ . Es ergibt sich1 n q!

e(B) dd Q...Qd Q ------------------------> l(B / n F B ) ,1 n q! 0 deN 0

also die zweite Behauptung.

Die spezielleren Aussagen sind trivial.

Q.E.D.

(3.7) BEISPIEL

Es seien R := L[[X,Y,Z]] und B := R /I mit0 0 0 02 2 2 3 2I := (X ,XY,Y ,XZ ,Z ,YZ ) .0 2Dann hat B mit der (X,Y,Z )- adischen Filtration auf R nur0 0
tangential flache Deformationen. Insbesondere gilt ftr jeden

flachen lokalen Homomorphismus f:(A,m)------L(B,n) mit der Faser B01 1 7H > H und e(B)> ------e(A).B A 2
B e w e i s: Man rechnet unschwer l(B )= 7 und l(B /J B )= 2 nach,0 0 0 02wobei J := (X,Y,Z )c R[[X,Y,Z]] gesetzt sei. Die J B - adische0 0 0
Filtration auf B ist separiert. Nach dem obigen Satz (3.6) ist0
zu zeigen, dab B mit der J - adischen Filtration auf R tatsach-0 0 0
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lich nur tangential flache Deformationen hat. Dazu werden wir

N (<-1)= 0 nachrechnen.gr(I ,R )0 0
Es gilt gr(R )= L[X,Y,Z] als L- Vektorraum, ftr die Multiplikation0
jedoch

a +a b +b c +c (c ) (c )1 2 1 2 1 2 1 2a b c a b c ( X Y Z falls {------------}+ {------------}< 11 1 1 2 2 2 2 8 2 8X Y Z QX Y Z :={ 9 9
9 0 sonst

(vgl. z.B. (1.25)). gr(I ,R ) wird von allen Anfangsformen der0 0
Elemente aus I erzeugt, damit von allen Monomen, die im Sinne0 2 2 2 3 2von R Vielfache von X , XY, Y , XZ , Z oder YZ sind. Um zu0
Vielfachen im Sinne von gr(R ) tbergehen zu konnen, sind hierbei0a b cdie Monome X Y Z mit ungeradem c durch das Paar, bestehend aus
a b c a b c+1X Y Z und X Y Z , zu ersetzen. gr(I ,R ) wird also von0 02 2 2 3 4 2X ,XY,Y ,XZ ,Z ,Z ,YZ e gr(R ) erzeugt. Wir erhalten folgende0
Tabelle.

2 2 2 3 4 2Standardbasis X XY Y XZ Z Z YZ

Grade 2 2 2 2 1 2 2

einige Syzygien Y -X
2Z -X

Y -X
2Z -X

2Z -X

N (<-1) A +A Z B +B Z C +C Z D +D Z 0 E +E Z F +F Zgr(I ,R ) 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 20 0 0 0 0 0 0 0 0

Man beachte, wir haben den allgemeinen Typ der homogenen Elemente

in gr(R ) vom Grade 0 angesetzt. Die Notwendigkeit der Nullen er-0
gibt sich unmittelbar aus den angegebenen Syzygien.

Wir haben also N (<-1)= 0 erhalten.gr(I ,R )0 0 Q.E.D.

(3.8) BEISPIEL

Es seien R := L[[X,Y,Z]] und B := R /I mit0 0 0 02 2 2 3I := (X ,XY,Y ,XZ ,Z ) .0 2Dann hat B mit der (X,Y,Z )- adischen Filtration auf R nur0 0
tangential flache Deformationen. Insbesondere gilt ftr jeden

flachen lokalen Homomorphismus f:(A,m)------L(B,n) mit der Faser B01 1H > H und e(B)> 4Qe(A).B A
B e w e i s: Man rechnet unschwer l(B )= 8 und l(B /J B )= 2 nach,0 0 0 02wobei J := (X,Y,Z )c R[[X,Y,Z]] gesetzt sei. Die J B - adische0 0 0
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Filtration auf B ist separiert. Nach dem obigen Satz (3.6) ist0
zu zeigen, dab B mit der J - adischen Filtration auf R tatsach-0 0 0
lich nur tangential flache Deformationen hat. Wir werden wiederum

N (<-1)= 0 nachrechnen.gr(I ,R )0 0
Es gilt gr(R )= L[X,Y,Z] als L- Vektorraum, ftr die Multiplikation0
jedoch

a +a b +b c +c (c ) (c )1 2 1 2 1 2 1 2a b c a b c ( X Y Z falls {------------}+ {------------}< 11 1 1 2 2 2 2 8 2 8X Y Z QX Y Z :={ 9 9
9 0 sonst

wie oben. gr(I ,R ) wird von allen Anfangsformen der Elemente0 0
aus I erzeugt, damit von allen Monomen, die im Sinne von R0 02 2 2 3Vielfache von X , XY, Y , XZ oder Z sind. Um zu Vielfachen

im Sinne von gr(R ) tbergehen zu konnen, sind hierbei erneut0a b cdie Monome X Y Z mit ungeradem c durch das Paar, bestehend aus
a b c a b c+1X Y Z und X Y Z , zu ersetzen. gr(I ,R ) wird also von0 02 2 2 3 4X ,XY,Y ,XZ ,Z ,Z e gr(R ) erzeugt. Wir erhalten folgende Tabelle.02 2 2 3 4Standardbasis X XY Y XZ Z Z

Grade 2 2 2 2 1 2

einige Syzygien Y -X
2Z -X

Y -X
2Z -X

N (<-1) A +A Z B +B Z C +C Z D +D Z 0 E +E Zgr(I ,R ) 1 2 1 2 1 2 1 2 1 20 0 0 0 0 0 0 0

Wir haben wiederum den allgemeinen Typ der homogenen Elemente in

gr(R ) vom Grade 0 angesetzt. Die Notwendigkeit der Nullen ergibt0
sich unmittelbar aus den angegebenen Syzygien.

Wir haben also N (<-1)= 0 erhalten.gr(I ,R )0 0 Q.E.D.

(3.9) BEISPIEL

Es seien R := L[[X,Y,Z]] und B := R /I mit0 0 0 03 3 2 2I := (X ,XZ,Y ,Y Z,Z ) .0 2 2Dann hat B mit der (X ,XY,Y ,Z)- adischen Filtration auf R nur0 0
tangential flache Deformationen. Insbesondere gilt ftr jeden

flachen lokalen Homomorphismus f:(A,m)------L(B,n) mit der Faser B01 3 1 11H > ------QH und e(B)> ------------Qe(A).B 4 A 4
B e w e i s: Man rechnet unschwer l(B )= 11 und l(B /J B )= 3 nach,0 0 0 02 2wobei J := (X ,XY,Y ,Z)c R[[X,Y,Z]] gesetzt sei. Die J B - adische0 0 0
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Filtration auf B ist separiert. Nach Satz (3.6) ist zu zeigen, dab0
B mit der J - adischen Filtration F auf R nur tangential flache0 0 0 1 2 2Deformationen hat. (Wir bemerken, dab wir hier F b (X ,Y ,Z) nut-

zen.)

Es gilt gr(R )= L[X,Y,Z] als L- Vektorraum. Ftr die Multiplikation0
erhalten wir hier

a +a b +b c +c1 2 1 2 1 2a b c a b c ( X Y Z falls (*) gilt1 1 1 2 2 2X Y Z QX Y Z :={
9 0 sonst

mit
(a +b ) (a +b )1 1 2 2{------------------------------}+{------------------------------}<1 , (*)2 8 2 89 9 1 1denn F stimmt mit der durch (X,Y,Z) definierten (------,------,1)- Filtra-2 2a b c a+btion tberein, das heibt es gilt ord (X Y Z )= [------------------]+ c .F 2
gr(I ,R ) wird von allen Anfangsformen der Elemente aus I erzeugt,0 0 0 3damit von allen Monomen, die im Sinne von R Vielfache von X , XZ,03 2 2Y , Y Z oder Z sind. Um zu Vielfachen im Sinne von gr(R ) tber-0a b cgehen zu konnen, sind hierbei die Monome X Y Z mit ungeradem a+b

a b c a+1 b c a b+1 cdurch das Tripel, bestehend aus X Y Z , X Y Z und X Y Z zu

ersetzen. Wir erhalten
3 3 2 2Erzeugendes X XZ Y Y Z Z
4 2 3zusatzliche X X Z XY keine keine3 4Erzeugende X Y XYZ Y

I hat also eine Standardbasis aus 11 Elementen. Wir erhalten0
folgende Tabelle.

3 3 4 3 2 3 4 2 2Standardbasis X XZ Y X X Y X Z XY XYZ Y Y Z Z

Grade 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2

lfd. Nummer 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

2einige Syzygien XY -X (1)
2XY -X (2)

2Z -Y (3)
2-Z X (4)

2XY -X (5)
2 ,Y -XY (5 )

2-Y XY (6)
2 ,-XY X (6 )

Z -XY (7)
2Z -Y (8)

N (<-1) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0gr(I ,R )0 0
Die Elemente mit Nr. 1, 2, 3 haben den Grad 1, so dab dort die
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Nullen trivialerweise stehen. Bei den Elementen vom Grad 2 kamen

Linearkombinationen vom Typ A + A X+ A Y in Frage. (Die folgen-0 1 22 2den Tberlegungen benutzen XY, X Y, XY , YZm gr(I ,R ).)0 0
Die Syzygien (1), (2) liefern die Notwendigkeit der 0 bei Nr. 6;

(2), (3) die Notwendigkeit der 0 bei Nr. 8. Ferner betrachtet man
,(2), (8) ftr Nr. 10; (3), (4) ftr Nr. 11; (5), (5 ) und (7) ftr Nr.

,4, 5 sowie (6), (6 ) und (8) ftr Nr. 7, 9.

Wir haben also N (<-1)= 0 erhalten.gr(I ,R )0 0 Q.E.D.

(3.10) BEISPIEL

Es seien R := L[[X,Y,Z]] und B := R /I mit0 0 0 02 3 2 2 3I := (XZ,Z ,X ,XY ,Y Z,Y ) .0 2 2Dann hat B mit der (X ,XY,Y ,Z)- adischen Filtration auf R nur0 0
tangential flache Deformationen. Insbesondere gilt ftr jeden

flachen lokalen Homomorphismus f:(A,m)------L(B,n) mit der Faser B01 3 1 9H > ------QH und e(B)> ------Qe(A).B 4 A 4
B e w e i s: Man rechnet unschwer l(B )= 9 und l(B /J B )= 3 nach,0 0 0 02 2wobei J := (X ,XY,Y ,Z)c R[[X,Y,Z]] gesetzt sei. Die J B - adische0 0 0
Filtration auf B ist separiert. Nach Satz (3.6) ist zu zeigen, dab0
B mit der J - adischen Filtration F auf R nur tangential flache0 0 01 2 2Deformationen hat. (Wir nutzen wiederum F b (X ,Y ,Z).)

Es gilt gr(R )= L[X,Y,Z] als L- Vektorraum, aber ftr die Multipli-0
kation

a +a b +b c +c1 2 1 2 1 2a b c a b c ( X Y Z falls (*) gilt1 1 1 2 2 2X Y Z QX Y Z :={
9 0 sonst

mit
(a +b ) (a +b )1 1 2 2{------------------------------}+{------------------------------}<1 , (*)2 8 2 89 9
wie oben. gr(I ,R ) wird von allen Anfangsformen der Elemente aus0 0
I erzeugt, damit von allen Monomen, die im Sinne von R Vielfache0 02 3 2 2 3von XZ, Z , X , XY , Y Z oder Y sind. Um zu Vielfachen im Sinne

von gr(R ) tbergehen zu konnen, mtssen wir wie oben zusatzliche0
Erzeugende hinzuftgen.

2 3 2 2 3Erzeugendes XZ Z X XY Y Z Y
2 4 2 2 3zusatzliche X Z keine X X Y keine XY3 3 4Erzeugende XYZ X Y XY Y

3XY ist doppelt entstanden. I hat also eine Standardbasis aus 130
Elementen. Wir erhalten folgende Tabelle.
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3 2 3 2 2 4 3 2 2 3 4 2Standardbasis XZ X XY Y X Z XYZ Y Z X X Y X Y XY Y Z

Grade 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2

lfd. Nummer 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

2einige Syzygien Y -XY
2XY -X
2Y -XY

2XY -X
2Y -XY

2XY -X
2Y -XY

2XY -X
2Y -XY

2XY -X
2Y -XY

2XY -X
2(1) X -Z

2(2) X -Z
2(3) Z -X

(4) Z -XY

N (<-1) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0gr(I ,R )0 0
Die Elemente mit Nr. 1, 2, 3, 4 haben den Grad 1, so dab dort die

Nullen trivialerweise stehen. Bei den Elementen vom Grad 2 kamen

Linearkombinationen vom Typ A + A X+ A Y in Frage. Die Syzygien0 1 2
(1) und (2) liefern, dab bei Nr. 5, 6, 8, 9 die Koeffizienten bei

2Y verschwinden mtssen (YZ, X Ym gr(I ,R )). Die Paare von Syzygien0 02 2(Y ,-XY), (XY,-X ) lassen ftr den Normalenmodul nur (X,Y), (Y,0)

oder deren Linearkombinationen, evtl. (0,0) zu. (Dies benutzt
2wesentlich X Ym gr(I ,R ).) Insgesamt erhalten wir die Notwendig-0 0

keit der Nullen bei Nr. 5, 6, 7; 8, 9, 10, 11, 12. Die Syzygien (3)

und (4) liefern, dab auch bei Nr. 13 eine Null stehen mub.
2 2(X , X Ym gr(I ,R ))0 0
Wir haben also N (<-1)= 0 erhalten.gr(I ,R )0 0 Q.E.D.

(3.11) BEISPIEL

Es seien R := L[[X,Y,Z]] und B := R /I mit0 0 0 02 3 2 2 3I := (Z ,X ,X Y,XYZ,Y Z,Y ) .0 2 2Dann hat B mit der (X ,XY,Y ,Z)- adischen Filtration auf R nur0 0
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tangential flache Deformationen. Insbesondere gilt ftr jeden

flachen lokalen Homomorphismus f:(A,m)------L(B,n) mit der Faser B01 3 1 11H > ------QH und e(B)> ------------Qe(A).B 4 A 4
B e w e i s: Man rechnet unschwer l(B )= 11 und l(B /J B )= 3 nach,0 0 0 02 2wobei J := (X ,XY,Y ,Z)c R[[X,Y,Z]] gesetzt sei. Die J B - adische0 0 0
Filtration auf B ist separiert. Nach Satz (3.6) ist zu zeigen, dab0
B mit der J - adischen Filtration F auf R nur tangential flache0 0 01 2 2Deformationen hat. (Wir nutzen wiederum F b (X ,Y ,Z).)

Es gilt gr(R )= L[X,Y,Z] als L- Vektorraum, aber ftr die Multipli-0
kation

a +a b +b c +c1 2 1 2 1 2a b c a b c ( X Y Z falls (*) gilt1 1 1 2 2 2X Y Z QX Y Z :={
9 0 sonst

mit
(a +b ) (a +b )1 1 2 2{------------------------------}+{------------------------------}<1 , (*)2 8 2 89 9
wie oben. gr(I ,R ) wird von allen Anfangsformen der Elemente aus0 0
I erzeugt, damit von allen Monomen, die im Sinne von R Vielfache0 02 3 2 2 3von Z , X , X Y, XYZ, Y Z oder Y sind. Um zu Vielfachen im Sinne

von gr(R ) tbergehen zu konnen, mtssen wir zusatzliche Erzeugende0
hinzuftgen.

2 3 2 2 3Erzeugendes Z X X Y XYZ Y Z Y
4 3 3zusatzliche keine X X Y keine keine XY3 2 2 4Erzeugende X Y X Y Y

3X Y ist doppelt entstanden. I hat also eine Standardbasis aus 110
Elementen. Wir erhalten folgende Tabelle.

3 2 3 2 4 3 2 2 3 4 2Standardbasis X X Y Y XYZ Y Z X X Y X Y XY Y Z

Grade 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2

lfd. Nummer 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

2einige Syzygien Y -XY
2XY -X
2Y -XY

2XY -X
2Y -XY

2XY -X
2Y -XY

2XY -X
2(1) Z -Y

(2) Z -XY
2(3) Y -Z
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(4) XY -Z

N (<-1) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0gr(I ,R )0 0
Die Elemente mit Nr. 1, 2, 3 haben den Grad 1, so dab dort die

Nullen trivialerweise stehen. Bei den Elementen vom Grad 2 kamen

Linearkombinationen vom Typ A + A X+ A Y in Frage. Die Syzygien0 1 2
(3) und (4) liefern, dab bei Nr. 9, 10 die Koeffizienten bei X

verschwinden mtssen (XZ, YZm gr(I ,R )). Die Paare von Syzygien0 02 2(Y ,-XY), (XY,-X ) lassen ftr den Normalenmodul nur (X,Y), (0,X) und

Linearkombinationen, evtl. (0,0) zu. (Dies benutzt wesentlich
2XY m gr(I ,R ).) Insgesamt erhalten wir die Notwendigkeit der0 0

Nullen bei Nr. 6, 7, 8, 9, 10. Die Syzygie (1) liefert nun die

Notwendigkeit der Null bei Nr. 5 (XZ, YZm gr(I ,R )) und das Ver-0 02schwinden des Koeffizienten vor X bei Nr. 11 (XY m gr(I ,R )).0 0
Mittels Syzygie (2) ergibt sich dann die Null bei Nr. 4

2(XZ, YZm gr(I ,R )) und Nr. 11 (XY m gr(I ,R )).0 0 0 0
Wir haben also N (<-1)= 0 erhalten.gr(I ,R )0 0 Q.E.D.

(3.12) BEISPIEL

Es seien R := L[[X ,...,X ]] und B := R /I . Hierbei werde I er-0 1 n 0 0 0 0
zeugt von allen Monomen vom Grade d in X ,...,X , allen Monomen1 1 n1vom Grade d in X ,...,X ,..., allen Monomen vom Grade d in2 n +1 n l1 2X ,...,X sowie vonn +1 nl-1 l

d dn +1 nlX ,...,X .n +1 nl

(Es werde 1< n , n +1< n ,..., n +1< n vorausgesetzt.)1 1 2 l-1 ld dn +1 nlDann hat B mit der (X ,...,X ,X ,...,X )- adischen Fil-0 1 n n +1 nl ltration auf R nur tangential flache Deformationen. Insbesondere0
gilt ftr jeden flachen lokalen Homomorphismus f: (A,m)------L(B,n) loka-

ler Ringe mit der Faser B0
1 1H > H und e(B)> e(A) .B A

B e w e i s: Es sei
d dn +1 nlJ := (X ,...,X ,X ,...,X )0 1 n n +1 nl l

gesetzt. Dann gilt
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d dn +1 nlB /J B = L[[X ,...,X ]]/(X ,...,X ,X ,...,X ) .0 0 0 1 n 1 n n +1 nl l
Die Lange dieses Ringes stimmt mit seiner Dimension als L- Vektor-

raum tberein. Als solcher wird B /J B jedoch gerade von den0 0 0
Monomen

a an +1 nlX Q...QX mit 0< a < d -1 ftr ie {n +1,...,n}n +1 n i i ll
aufgespannt. Es gilt also l(B /J B )= d Q...Qd und0 0 0 n +1 nd ll(B / n J B )> d Q...Qd .0 deN 0 0 n +1 nlEs bleibt zu zeigen, dab B mit der J - adischen Filtration auf0 0
R nur tangential flache Deformationen hat. Wir werden0
N (<-1)= 0 nachrechnen.gr(I ,R )0 0
Als L- Vektorraum gilt gr(R )= L[X ,...,X ]. Es bleibt die0 1 n
Multiplikation zu betrachten. Es gilt (wenn wir eine Multiindex-

schreibweise benutzen)
a+b a+b a b( X falls ord(X )= ord(X )+ ord(X ) (*)a bX QX = {

9 0 sonst

Wegen
u a o u a o1 n +1 1 1 n 1a lord(X )= a +...+a +1 ------------------------------ 1+...+1 ------------ 11 n d 1 dl 1 n +1 1 1 n 1m l . m . {{

vereinfacht sich (*) zu
a b a b( n +1) ( n +1) ( n) ( n)l l{------------------------------}+ {------------------------------}< 1 ^...^ {------------}+ {------------}< 1 . (+)d 8 d 8 d 8 d 89 n +1 9 n +1 9 n 9 nl l

gr(I ,R ) wird von den Anfangsformen der Elemente aus I erzeugt,0 0 0
damit von allen Monomen, die im Sinne von R Vielfache der in der0
Behauptung angegebenen Erzeugenden von I sind. Beim Auftreten0
solcher Faktoren gilt jedoch offenbar (+) immer, so dab man zur

Multiplikation im Sinne von gr(R ) tbergehen kann. Wir haben es0
also bereits mit einem Erzeugendensystem von gr(I ,R ) zu tun.0 0
Wir erhalten folgende Tabelle. dd d -1 n +11 1 lStandardbasis X X X ... X ...1 1 2 n +1lGrade d d 11 1

Syzygien X -X2 1
...

c c c c1 n 1 nNormalenmodul S a X Q...QX S b X Q...QX 0c ,...,c 1 n c ,...,c 1 n(c ) 1 n (c ) 1 n(Grad <-1) i i

nHierbei wird jeweils tber alle n- Tupel (c ,...,c )e N mit1 n
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c +...+c <d , ..., c +...+c <d ; c <d , ..., c <d und1 n 1 n +1 n l n +1 n +1 n n1 l-1 l l l
c +...+c <d -21 n 1l
summiert. Wir haben die allgemeine Form der Elemente von gr(R ) vom0
Grade hochstens d -2 angesetzt. Da1

ge Hom (gr(I ,R ),gr(R )/gr(I ,R ))gr(R ) 0 0 0 0 00
gelten soll, haben wir Monome aus gr(I ,R ) als Summanden nicht0 0
zugelassen.

Die Faktoren X bzw. X sichern, dab (+) erftllt ist. Es mub gelten2 1c c c c1 n 1 nX Q( S a X Q...QX )- X Q( S b X Q...QX )2 c ,...,c 1 n 1 c ,...,c 1 n(c ) 1 n (c ) 1 ni i
e gr(I ,R ) .0 0
Die entstehenden Produktmonome liegen nicht in gr(I ,R ). Man0 0
beachte hierbei, dab c +...+c < d -2 liefert:1 n 1l1+ (c +...c )< d -1< d .1 n 1 11Da gr(I ,R ) aber von Monomen erzeugt wird, mub die obige Differenz0 0
verschwinden:

c c X c c1 n 2 1 nS b X Q...QX = ------------Q S a X Q...QXc ,...,c 1 n X c ,...,c 1 n(c ) 1 n 1 (c ) 1 ni id c c1 1 nDas Polynom bei X sei S e X Q...QX . Induktiv erhalt2 c ,...,c 1 n(c ) 1 nman i d1c c X c c1 n 2 1 nS e X Q...QX = ------------------Q S a X Q...QX .c ,...,c 1 n d c ,...,c 1 n(c ) 1 n 1 (c ) 1 ni X i1
Wegen c +...+c < d ist dies aber nur moglich, wenn alle Koeffi-1 n 1 d1 1zienten verschwinden. Es gilt also g(X )= 0. Die Syzygien liefern1
dies schrittweise ftr alle Monome in X ,...,X vom Grade d mit1 n 1d -1 d -2 11 1dem Faktor X ,X ,... .Ftr alle weiteren Elemente der Standard-1 1
basis ergibt sich die Notwendigkeit der Nullen analog. Wir haben

N (<-1)= 0 erhalten.gr(I ,R )0 0
Q.E.D.

(3.13) BEMERKUNG

Es fallt auf, dab in nahezu allen unserer Beispiele lokale Ringe

B := R /I mit R := L[[X ,...,X ]] untersucht werden, bei denen I0 0 0 0 1 n 0
von Monomen erzeugt wird. Dies liegt daran, dab bei anderen Bei-

spielen die uns interessierenden Rechnungen haufig ausgesprochen

kompliziert werden. Dies betrifft meist schon die Suche nach einem
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Erzeugendensystem von gr(I ,R ).0 0
Wir kommen daher nun zu einem Verfahren, welches es gestattet, die

Frage ob ein gegebener lokaler Ring B = R /I mit einer gewissen0 0 0
monomialen Filtration auf R nur tangential flache Deformationen0 , ,hat, auf die Untersuchung eines anderen lokalen Ringes B := R /I0 0 0,zurtckzufthren, wobei I von Monomen erzeugt wird. Die Idee dazu0
ist im wesentlichen in Lemma (3.16) enthalten. Wir hatten ursprtng-

lich die Absicht, an dessen Stelle das Lemma (4.7) aus der Arbeit

[He-1] zu zitieren. Dieses hat sich aber als fehlerhaft erwiesen.

Zunachst mtssen wir den Begriff des filtrierten Moduls verallgemei-

nern.

(3.14) DEFINITIONEN
nSei , eine Ordnungsrelation auf der Gruppe (Z ,+), die mit der

nGruppenoperation vertraglich ist und auf N eine Wohlordnung indu-
nziert. Wir nehmen ferner an, das Element (0,...,0) besitze in Z

einen unmittelbaren Nachfolger.
nDie Gruppenoperation liefert zu jedem Element deZ einen unmittel-

m nbaren Nachfolger, den wir d nennen. Man beachte, dab im Falle deN
m n m nnicht notwendig d e N gelten mub, d und d also voneinander ver-

schieden sein konnen.

Seien nun A ein Ring, der mit einer n- Filtration F versehen ist,A
und M ein A- Modul. Unter einer Multifiltration oder n- Filtration

dF auf M verstehen wir eine Familie (F ) n von Teilmoduln von MM M deZ
mit

d e n(a) F b F falls d, e; d,ee Z ,M Md d d +d1 2 1 2 n n(b) F QF c F ftr beliebige d eN , d eZ .A M M 1 2

Sei der A- Modul M mit einer Multifiltration F versehen. Dann wirdM
die direkte Summe

md ds n F /FdeZ M M
mit der Multiplikation mit Elementen aus gr (A)FAm ,m , md d (d+d )(a mod F )Q(m mod F ):= (am mod F )A M M,d dftr aeF , meF versehen, zu M assoziierter multigraduierter gr(A)-A M
Modul genannt und mit gr (M) oder gr(M) bezeichnet.FM

(3.15) BEMERKUNGEN

Es fallt auf, dab wir bei der Definition von gr (A) und gr (M)F F
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A Mverschiedene Nachfolgerbegriffe benutzt haben. Man konnte dies

vereinheitlichen, indem man vollig aquivalent
d egr (A)= s n F /(F ) n undF deN A A d,e, d$e, eeNA d egr (M)= s n F /(F ) nF deZ M M d,e, d$e, eeZM

definiert.

Seien A ein Ring, der mit einer n- Filtration F versehen ist undA
I ein Ideal in A. Wir fassen dann den Normalenmodul

N = Hom (I,A/I)I A
stets als A- Modul, versehen mit der induzierten n- Filtration

dF := (F ) n mitN N deZI I
d e d+e nF := {feN : f(InF )c F +I/I ftr alle eeN }N I A AI

auf.

Ist A= s n A(d) ein multigraduierter Ring und I= s n I(d) eindeN deN
endlich erzeugtes homogenes Ideal, so ist N in nattrlicher WeiseI
ein multigraduierter A- Modul, N = s n N (d) mitI deZ I nN (d)= {feN : f(I(e))c A(d+e)/I(d+e) ftr alle eeN }.I I

(3.16) LEMMA
n, sei eine Ordnungrelation auf der Gruppe (Z ,+), die mit der

nGruppenoperation vertraglich ist und auf N eine Wohlordnung indu-
n mziert. Jedes Element deZ habe einen unmittelbaren Nachfolger d .

Weiter seien A ein Ring, der mit einer n- Filtration F versehenA
ist, und I ein Ideal in A. Dann ist gr (A) ein multigraduierterFARing, den wir als noethersch voraussetzen, und gr (I,A) ein homo-FAgenes Ideal; gr(N ) und N sind multigraduierte gr (A)-I gr (I,A) FF AModuln. A

In dieser Situation gibt es einen multigraduierten injektiven

Homomorphismus vom Grade (0,...,0)

gr(N )------LN . (*)I gr (I,A)FA
Sei weiterhin A= s A(k) ein noetherscher graduierter Ring undkeN
I:= s I(k) ein homogenes Ideal. Die n- Filtration F sei vertag-keN A
lich mit der graduierten Struktur:

d d d d nF = s F (k) , F (k):= F n A(k) ftr alle deN .A keN A A A

Dann induziert die graduierte Struktur auf A eine graduierte Struk-

tur auf gr (A) derart, dab gr (I,A) ein homogenes Ideal ist.F FA AN , gr(N ) und N sind graduierte A- bzw. gr (A)- ModulnI I gr (I,A) F
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F AAund der Homomorphismus (*) ist graduiert vom Grade 0.
nWir nehmen nun speziell an, die wohlgeordnete Menge (N ,,) sei

sogar relationstreu bijektiv zu (N,<) und die n- Filtration F aufA
dem graduierten Ring A sei so beschaffen, dab ftr alle keN ein

nMultiindex deN mit

dF c A(>k) (= s A(l))A l>k

existiert. Wenn wir dann N und N als graduierte Modulngr (I,A) IFAbeztglich der von A kommenden graduierten Struktur betrachten,

so impliziert

N (<-1)= 0gr (I,A)FA
die Beziehung

N (<-1)= 0.I

B e w e i s: Zunachst sei bemerkt, gr (I,A) ist endlich erzeugtFAund damit N tatsachlich ein multigraduierter gr (A)-gr (I,A) FF AModul. A

Wir wollen nun den Homomorphismus (*) konstruieren. Sei dazu
nGe gr(N ) ein homogenes Element vom Grade deZ . Wir wahlen einI

beliebiges

ge N = Hom (I,A/I)I A md dmit ge F und der Anfangsform in(g):= (g mod F )= G. Es giltN NI Ij j+dg(InF )c F +I/IA A
m m mn j j +d (j+d)ftr jedes jeN . Dies liefert g(InF )c F +I/I= F +I/I undA A A

damit erst recht
n mj (j+d)g(InF )c F +I/I .A A

Also induziert g Homomorphismen
n mj j j+d (j+d)g(j): InF /InF ------LF +I/F +I ,A A A A

die ein homogenes Element vom Grade d von N definieren.gr (I,A)F, , d AIst g e N ein weiteres Element mit g e F und der Anfangsform G,I m N, d , Iso gilt g-g eF und damit g(j)= g (j) ftr alle j. Dies beweist,NIdab es eine wohldefinierte multigraduierte Abbildung vom Grade

(0,...,0)

gr(N )------LN ,G9L s g(j)I gr (I,A) nF jeNA
gibt. Man tberprtft unschwer, sie ist ein Homomorphismus von

gr (A)- Moduln.FA
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Wir nehmen g(j)= 0 ftr alle j an. Dies bedeutet
mj (j+d)g(InF )c F +I/I,A A m md dfolglich ge F und G= (g mod F )= 0. Der Homomorphismus istN NIinjektiv.

Nehmen wir nun an, A sei ein noetherscher graduierter Ring, I ein

homogenes Ideal und die n- Filtration F vertaglich mit der gradu-Adierten Struktur. Dann sind die F homogene Ideale in A, so dabA
gr (A) ein graduierter Ring ist mitFA nd dgr (A)(k)= s n F (k)/F (k) .F deN A AA
Damit ist ebenso gr (A/I) ein graduierter Ring mit den KomponentenFA nd dgr (A/I)(k)= s n F (k)+I(k)/F (k)+I(k) .F deN A AA
Die nattrliche Abbildung gr (A)------Lgr (A/I) ist ein graduierterF FA AHomomorphismus vom Grade 0. Es ergibt sich, dab gr (I,A) ein homo-FAgenes Ideal in gr (A) ist mitFA n nd d dgr (I,A)(k)= s n I(k)nF (k)+F (k)/F (k) .F deN A A AA
Weiter ist I ein endlich erzeugtes homogenes Ideal im graduierten

Ring A. Damit ist N ein graduierter A- Modul.I
N (k)= {feN : f(I(j))c A(j+k)/I(j+k) ftr alle jeN}I In dSei nun deN und geF ein beliebiges Element. Dann kann man g inNIseine homogenen Bestandteile beztglich der Graduierung auf N zer-I
legen. Die Vertraglichkeit der Multifiltration F auf A mit derA
dortigen graduierten Struktur liefert, dab alle diese Bestandteile

d din F liegen. Folglich ist F ein homogener Teilmodul von N ftrN N II n Ialle deZ . Somit ist gr(N ) ein graduierter gr (A)- Modul.I FAmd dgr(N )(k)= s n{(g mod F ): g eF , AjeN: g (I(j))cA(j+k)/I(j+k)}I deZ d N d N dI I

Schlieblich ist N in nattrlicher Weise ein graduiertergr (I,A)FAgr (A)- Modul, da gr (A) ein graduierter Ring und gr (I,A) einF F FA A Aendlich erzeugtes homogenes Ideal ist.

N (k)gr (I,A)FA
= {geN : AjeN: g(gr (I,A)(j)c gr (A)(j+k)/gr (I,A)(j+k)}gr (I,A) F F FF A A AA m md d dIst nun G:= (g mod F ) n e s n F /F = gr(N ) ein Elementd N deZ deZ N N II I Iaus gr(N )(k), so konnen wir ftr alle dI

l l+dg (I(j)n F (j))c A(j+k)/I(j+k)n F +I/Id A A
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l+d= F (j+k)+ I(j+k)/I(j+k)A

annehmen. Das Bild von G unter dem Homomorphismus (*) ist somit

homogen vom Grade k in N . In anderen Worten, der Homomor-gr (I,A)FAphismus (*) respektiert die graduierten Strukturen, die von jener

auf A induziert werden. Er ist graduiert vom Grade 0.
nWir wenden uns nun der Situation zu, dab (N ,,) relationstreu

bijektiv zu (N,<) ist und die n- Filtration F auf dem graduiertenA n dRing A so beschaffen ist, dab ftr alle keN ein deN mit F c A(>k)A
existiert.

Sei (r ) eine (endliche) Familie von Elementen aus I, derenl leL
Anfangsformen in gr (A) gerade das Ideal gr (I,A) erzeugen. WirF FA A dwollen zunachst zeigen, dann existiert ftr jedes xe InF eine Dar-A
stellung x= <h,r> mit h= (h ) e s A , wobei ftr alle leLl leL leL
d, ord (r )+ ord (h ) oder h =0 bzw. r =0 gilt. Hierbei sei ftrF l F l l lA Ajedes Element aeA mit a$0 seine Ordnung ord (a) definiert durchFAn dord (a):= max {deN : aeF } ,F AA
wobei das Maximum im Sinne der Relation , zu verstehen ist. Wir

bemerken, unsere Voraussetzungen tber , und die n- Filtration FA
sichern, dab ord (a) tatsachlich ftr alle aeA mit a$0 definiert ist.FA (d) dWir bezeichnen nun mit I c InF das Ideal aus allen Elementen,A ddie in der angegebenen Weise darstellbar sind. Sei xe InF . DannA
ist in(x)e gr (I,A)c gr (A) Null oder ein homogenes Element mitF FA , A ,einem Multigrad d mit d, d . Also gibt es eine Darstellung

in(x)= S in(h )in(r ) ,l lleL
wobei ftr alle leL h eA und d, deg(in(h ))+ deg(in(r )), alsol l l
d, ord (h )+ ord (r ) (oder evtl. h =0 bzw. r =0) gilt. DiesF l F l l lA Aliefert

n(d) dxeI +F ,A n(d) (d) dalso wegen xeI und I c I sogar xe I +InF . Wir habenAd (d) lInF c I +InFA An nftr l=d erhalten. Iterativ gewinnt man dies ftr beliebiges leN

mit d, l. Sei nun die nattrliche Zahl N so gewahlt, dab A tber A(0)

von homogenen Elementen vom Grade hochstens N erzeugt wird. Ftr
kalle keN gilt dann A(>kN)c A(>1) . Es ergibt sich ftr beliebig gro-

d (d) d p d (d) q dbe p,qeN InF c I + (InF )n A(>1) und InF c I + A(>1) (InF ),A A A A
wenn man das Lemma von Artin- Rees benutzt. Die letzte Inklusion

ist ftr q=1 trivialerweise eine Gleichheit, woraus tatsachlich die
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d (d)Behauptung InF = I folgt.A
Wir setzen nun

N (<-1)= 0gr (I,A)FA
voraus. Der injektive Homomorphismus (*) liefert gr(N )(<-1)= 0.I
Angenommen, es ware dennoch N (<-1)$ 0. Sei dann geN ein ein vonI I
Null verschiedenes homogenes Element von einem Grad k< -1. Wir

setzen ftr alle leL s = g(r )e A/I. Gilt dann ftr einen Multiindexl lndeZ ftr alle leL (mit r $ 0 und s $ 0)l l

ord (r )+d, ord (s ) ,F l F lA A/I
(F sei die Bild- n- Filtration von F )A/I A

d iso impliziert dies bereits ge F . Es gibt namlich ftr jedes xe InFN AIeine Darstellung x= S h r mit i, min (ord (r )+ ord (h )) undl l F l F lleL l A Adies liefert

i+d, min (ord (r )+ d+ ord (h ))F l F ll A A
, min (ord (s )+ ord (h ))F l F ll A/I A
, ord ( S h s )F l lA/I leL
= ord (g(x)) .FA/I dn 0Insbesondere wird klar, dab es ein d e Z mit geF gibt. Da 0, e0 N iIftr alle Einheitsvektoren e gilt, kann man d so klein wahlen, dabi 0

ftr alle leL (mit r $ 0)ln-ord (r )e d +N (+)F l 0A n neintritt. Die Gruppenstruktur auf Z liefert nun, dab mit (N ,,)
nauch (d +N ,,) relationstreu bijektiv zu (N,<) ist. Damit liefern0

unsere Voraussetzung tber die Beschaffenheit von F und die Annah-A , nme g$0, dab es ein (im Sinne der Relation ,) maximales d e d +N, ,m 0d dmit geF gibt. gr(N )(<-1)= 0 sichert jetzt sogar geF . Es giltN I NI Ialso ftr alle leL (mit r $ 0 und s $ 0)l l
,md , ord (s )- ord (r ) .F l F lA/I A n ,mWegen (+) gehort die rechte Seite zu d +N . Man kann daher d durch0 ,,,, n ddas nachstgrobere Element d aus d +N ersetzen, erhalt geF und0 N, Ieinen Widerspruch zur Maximalitat von d .

Damit ist auch der letzte Teil der Behauptung bewiesen.

Q.E.D.

(3.17) DEFINITIONEN
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nWie bisher bezeichne , eine Ordnungsrelation auf der Gruppe (Z ,+),
ndie mit der Gruppenoperation vertraglich ist und auf N eine Wohl-

ordnung induziert.

a) Seien nun R ein Ring, H eine Filtration und F eine n- Filtra-

tion (beztglich ,) auf R. Wir werden sagen, F verfeinert H oder
nF ist eine Verfeinerung von H, wenn ftr alle keN ein deN existiert

mit
d kF = H .

b) Es seien L ein Korper, X ,...,X Unbestimmte und1 n
R := L[[X ,...,X ]]. Die n- Filtration F auf R mit0 1 n 0e ed 1 nF := (X Q...QX ) n1 n d, e,eeN
ftr alle deN werden wir dann als (beztglich ,) monomiale n- Filtra-

tion auf R bezeichnen.0
Wir bemerken, dab jede Potenzreihe aus R beztglich einer monomia-0 a a1 nlen n- Filtration als Anfangsform ein Monom vom Typ rX Q...QX1 n
mit reL hat. Dies ist der eigentliche Grund, weshalb wir uns ftr

monomiale n- Filtrationen interessieren.

Wir kommen nun zu dem bereits angektndigten Satz. Er gestattet,

das Problem, ob ftr R := L[[X ,...,X ]] und ein gewisses Ideal0 1 n
I c R die Beziehung N (<-1)= 0 besteht, auf die Frage0 0 gr (I ,R )H 0 0 ,N , (<-1)= 0 zurtckzufthren, wobei das Ideal I c R vongr (I ,R ) 0 0H 0 0Monomen erzeugt wird. Hierbei ist H eine gewohnliche monomiale

Filtration auf R .0

(3.18) SATZ

Es seien L ein Korper, X ,...,X Unbestimmte, R := L[[X ,...,X ]]1 n 0 1 n
und I c R ein Ideal in R . Der lokale Ring R sei mit einer koend-0 0 0 0
lichen, in (X ,...,X ) monomialen Filtration H versehen, wobei wir1 n
gr (R ) als noethersch annehmen.H 0
Weiter sei , eine mit der Gruppenoperation vertragliche Ordnungs-

n nrelation auf (Z ,+) derart, dab jedes Element deZ einen unmittel-
nbaren Nachfolger besitzt und (N ,,) relationstreu bijektiv zu (N,<)

ist. F sei die beztglich , monomiale n- Filtration auf R . Wir set-0
zen voraus, dab F die Filtration H verfeinert.

Wir fassen nun gr (R )= L[X ,...,X ] als einen Teilring von R auf.F 0 1 n 0,I c R sei das Ideal, das von allen Anfangsformen beztglich F0 0
in (i )e gr (R )c R der Elemente i eI erzeugt wird. Ist dannF 0 F 0 0 0 0
N , (<-1)= 0 , so gilt auch N (<-1)= 0.gr (I ,R ) gr (I ,R )H 0 0 H 0 0
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B e w e i s: Wir wollen Lemma (3.16) verwenden. Zunachst sei be-

merkt, dab die Relation , allen Bedingungen aus diesem Lemma gentgt.

Wie setzen A:= gr (R ) und I:= gr (I ,R ). Dann ist A ein noether-H 0 H 0 0
scher graduierter Ring und I ein homogenes Ideal.

Im Sinne von L- Vektorraumen gilt gr (R )= L[X ,...,X ]. Wir fassenH 0 1 n ndaher A= gr (R ) als einen Teilraum von R auf. Sei ftr alle deNH 0 0e eF := F n AA
gesetzt. Da die Multiplikation von Monomen in A mit der in R tber-0eeinstimmt oder 0 liefert, sind die F Ideale in A und F ist eineA A
n- Filtration.

Die Ringe A= gr (R ) und gr (A)= gr (gr (R )) sind isomorph,H 0 F F H 0A Adenn sie stimmen beide als L- Vektorraume mit L[X ,...,X ] tberein1 n
und die Anwendung von gr verursacht nicht, dab zusatzliche Pro-FAdukte von Monomen verschwinden. Insbesondere ist gr (A) noethersch.Fe ADa die Ideale F von Monomen erzeugt werden und H eine monomialeA
Filtration ist, ist F vertraglich mit der graduierten Struktur aufA
A= gr (R ).H 0
Sei nun keN eine beliebige nattrliche Zahl. Da die Filtration H auf

d kR koendlich ist, gibt es dann ein deN derart, dab (X ,...,X ) c H0 1 n
gilt. Dies liefert ftr den graduierten Ring A= gr (R ), dab jedesa a H 01 nMonom X Q...QX mit a +...+a > d in A(>k) liegt. Wir wahlen nun1 n 1 nneeN derart, dab (a ,..,a ), e eintritt, sobald a +...+a < d und1 n 1 nn(a ,...,a )e N gilt. Da F monomiale n- Filtration ist, wird das1 n a ae 1 nIdeal F c A nur von Monomen X Q...QX mit a +...+a > d erzeugt.A 1 n 1 n
Insgesamt ergibt sich
eF c A(>k).A
Wir haben somit alle Voraussetzungen von Lemma (3.16) tberprtft.

Um die Behauptung N (<-1)= 0 abzusichern, ware zu zeigen,gr (I ,R )H 0 0dab N (<-1)= 0 gilt. Untersuchen wir diesengr (gr (I ,R ),gr (R )F H 0 0 H 0ANormalenmodul. Der zu betrachtende Ring ist gr (gr (R )),F H 0Awas isomorph zu gr (R ) ist. Das zu betrachtende IdealH 0
gr (gr (I ,R ),gr (R )) wird erzeugt von den AnfangsformenF H 0 0 H 0Abeztglich F (F ) der Anfangsformen beztglich H der Elemente von I .A 0
Nun ist F eine Verfeinerung von H, so dab es gentgt, unmittelbar

Anfangsformen beztglich F zu wahlen. Der zu untersuchende Normalen-

modul ist also eigentlich N , (<-1), dessen Verschwindengr (I ,R )H 0 0vorausgesetzt war.

Q.E.D.

Zur praktischen Anwendung dieses Satzes sind zwei weitere Tber-
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legungen notwendig, namlich eine Konstruktion von Ordnungsrela-
ntionen auf Z , die allen Voraussetzungen des Satzes gentgen, und

,ein Verfahren zur Berechnung der Ideale I .0

(3.19) BEMERKUNG

H sei eine in (X ,...,X ) quasi-homogene Filtration auf dem1 n
lokalen Ring R := L[[X ,...,X ]], wobei das definierende n- Tupel0 1 n
q= (q ,...,q ) nur rationale Komponenten enthalt.1 n
Dann gibt es eine mit der Gruppenoperation vertragliche Ordnungs-

n nrelation , auf (Z ,+) derart, dab jedes Element deZ einen unmit-
ntelbaren Nachfolger besitzt, (N ,,) relationstreu bijektiv zu (N,<)

ist und die (beztglich ,) monomiale n- Filtration F auf R eine0
Verfeinerung von H ist.

Eine solche Relation erhalt man wie folgt.
nFtr (a ,...,a ),(b ,...,b )e Z sei1 n 1 n

(a ,...,a ), (b ,...,b )1 n 1 n
genau dann, wenn

q a +...+q a < q b +...+q b oder1 1 n n 1 1 n n
q a +...+q a = q b +...+q b und a =b ,...,a =b ,a <b1 1 n n 1 1 n n 1 1 i-1 i-1 i i
ftr ein gewisses ie {1,...,n+1} gilt. (Letzteres bedeute sinngemab

ftr i=1 a <b , ftr i=n+1 a =b ,...,a =b .)1 1 1 1 n n
Man konnte , als durch q bewichtete gradweise lexikographische

Ordnung bezeichnen.

B e w e i s der von , geforderten Eigenschaften: Nach Konstruktion

ist , eine mit der Gruppenoperation vertragliche Ordnungsrelation
nauf (Z ,+). Der unmittelbare Nachfolger von (0,...,0) istqn-1(0,...,0,x,-------------------------Qx), wobei x die kleinste positive ganze Zahl mitq qn-1 n-------------------------Qxe Z sei. Die Gruppenoperation tbertragt dessen Existenz aufqn n nalle deZ . Ftr jedes CeR gibt es nur endlich viele (a ,...,a )e N1 n

mit q a +...+q a < C. Folglich existiert eine relationstreue Bijek-1 1 n nntion zwischen (N ,,) und (N,<). Sei k eine beliebige nattrliche Zahl.
ndeN sei dann das beztglich , kleinste Element mit q d +...+q d > k.1 1 n nk dDie Definitionen von H und F liefern H =F . Folglich ist F eine Ver-

feinerung von H.

Q.E.D.

(3.20) LEMMA
nSei , eine Ordnungsrelation auf (Z ,+), die mit der Gruppen-

nstruktur vertraglich ist und ftr die (N ,,) relationstreu bijektiv
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zu (N,<) ist. Weiter seien L ein Korper, X ,...,X Unbestimmte,1 n
R := L[[X ,...,X ]] und F die beztglich , monomiale Filtration0 1 n Nauf R . I sei ein Ideal in R und s:= (s ,...,s )e R ein Erzeu-0 0 0 1 N 0j j j Ngendensystem von I . Desweiteren seien r = (r ,...,r )e gr (R ) ,0 1 N F 0
je{1,...,k} homogene Syzygien von in (s):= (in (s ),...,in (s ))eF F 1 F NNe gr (R ) , die den Syzygienmodul von in (s) erzeugen. (Wir be-F 0 F
trachten gr (R )= L[X ,...,X ] als einen Teilring von R .)F 0 1 n 0
Dann sind folgende Aussagen aquivalent.

(i) in (s) ist bereits ein Erzeugendensystem des Anfangsformen-F
ideals gr (I ,R ).F 0 0 j j j N(ii) Es gibt n- Tupel h = (h ,...,h )e R derart, dab in R1 N 0 0j j j n<r ,s>= <h ,s> ftr alle j gilt, sowie mit gewissen a ,b e N diej i ia bj i i jBeziehungen h e F , s e F bestehen, wobei a +b (beztglich ,)i i i ijecht grober ist als die Syzygienordnung von r ftr alle i und j.

1 1Wenn diese Bedingungen erftllt sind, bilden die Syzygien r -h ,...
k k...,r -h von s bereits ein Erzeugendensystem des Syzygienmoduls

von s.

(Es sei bemerkt, dab eine Syzygie r= (r ,...,r )$ 0 von in (s)1 N F
homogen heibt, wenn r ,...,r homogene Elemente von gr (R ) sind1 N F 0
und deg(r )+ deg(in (s )) unabhangig ist von i ftr alle ie {1,...,N}i F i nmit r $ 0 und in (s )$ 0. Dieses von i unabhangige Element von Ni F i
heibt Syzygienordnung von r.)

B e w e i s: [He-1], Lemma (4.3) unterscheidet sich nicht inhalt-

lich, sondern nur in der Formulierung von unserer Aussage.

Q.E.D.

(3.21) BEMERKUNG
jIst r eine triviale Syzygie,

jr = (0,...,0,in (s ),0,...,0,-in (s ),0,...,0)F u F vj jmit r = in (s ) und r = -in (s ), so ist die Bedingung (ii) ftr dasv F u u F v
entsprechende j automatisch erftllt. Mit
jh := (0,...,0,-s +in (s ),0,...,0,s -in (s ),0,...,0)u F u v F v

gilt namlich
j j<r ,s>-<h ,s>= <(0,...,0,s ,0,...,0,-s ,0,...,0),s>u v

= 0 .

(3.22) BEISPIEL

Es seien R := L[[X,Y,Z]] und B := R /I mit0 0 0 02 2 3I := (X ,XY,Y ,Z +XZ) .0
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3Dann hat B mit der (X,Y,Z )- adischen Filtration auf R nur tangen-0 0
tial flache Deformationen. Insbesondere gilt ftr jeden flachen

lokalen Homomorphismus f:(A,m)------L(B,n) lokaler Ringe mit der Faser

(B ,n )0 0
1 1H > H und e(B)> 3Qe(A).B A

B e w e i s: Zeigen wir zunachst, dab B nur tangential flache0
Deformationen besitzt. Dazu wollen wir N (<-1)= 0 verifi-gr (I ,R )3 H 0 0zieren, wobei H die (X,Y,Z )- adische Filtration auf R bedeute.0 1Offenbar fallt H mit der durch (X,Y,Z) definierten (1,1,------)- Filtra-3
tion zusammen. Damit gibt es eine mit der Gruppenoperation vertrag-

3 3liche Ordnungsrelation , auf Z derart, dab jedes Element deZ einen
3unmittelbaren Nachfolger besitzt, (N ,,) relationstreu bijektiv zu

(N,<) ist und die (beztglich ,) monomiale n- Filtration F auf R01eine Verfeinerung von H ist. Man wahle namlich die durch (1,1,------)3^ ^bewichtete gradweise lexikographische Ordnung, wobei X= X , Y= X1 2^und Z= X angenommen sei. Wir fassen nun gr (R ) als einen Teilring3 F 0,von R auf und untersuchen das Ideal I , das von allen Anfangsformen0 0
in (i )e gr (R )c R der Elemente aus I erzeugt wird. Wir wollenF 0 F 0 0 0, 2 2 3I = (X ,XY,Y ,Z ) zeigen. Dazu ist die Bedingung (ii) von Lemma0 3(3.20) zu tberprtfen. (Man beachte, wegen (0,0,3), (1,0,1) ist Z

3tatsachlich die Anfangsform von Z +XZ.) Wir erhalten die folgende

Tabelle.

2 2 3Erzeugende von I s X XY Y Z (+XZ)0
1Erzeugende des Syzygienmoduls r Y -X
2(ohne triviale Syzygien) r Y -X

1 2 1 2Es gilt <r ,s>= <r ,s>= 0, so dab man h = h = 0 setzen kann.

Aus Beispiel (3.12) ergibt sich N , (<-1)= 0. Nach Lemmagr (I ,R )H 0 0(2.8) ist gr (R ) noethersch, so dab wir Satz (3.18) anwenden konnenH 0
und N (<-1)= 0 erhalten.gr (I ,R )H 0 0 1 ,Man stellt unschwer l(B /H B )= 3 und l(B )> l(gr (B ))= l(R /I )= 90 0 0 F 0 0 0
fest. Die von H auf B induzierte Filtration ist separiert. Nach0
Satz (3.6) gelten die behaupteten Ungleichungen.

Q.E.D.

(3.23) BEISPIEL

Es seien R := L[[X,Y,Z]] und B := R /I mit0 0 0 02 2 2 2 2 3 2I := (X +YZ ,XY,Y +YZ ,XZ ,Z +YZ ) .0 2Dann hat B mit der (X,Y,Z )- adischen Filtration auf R nur tangen-0 0
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tial flache Deformationen. Insbesondere gilt ftr jeden flachen

lokalen Homomorphismus f:(A,m)------L(B,n) lokaler Ringe mit der Faser

(B ,n )0 0
1 1H > H und e(B)> 4Qe(A).B A

B e w e i s: Zeigen wir zunachst, dab B nur tangential flache0
Deformationen besitzt. Dazu wollen wir N (<-1)= 0 verifi-gr (I ,R )2 H 0 0zieren, wobei H die (X,Y,Z )- adische Filtration auf R bedeute.0 1Offenbar fallt H mit der durch (X,Y,Z) definierten (1,1,------)- Filtra-2
tion zusammen. Damit gibt es eine mit der Gruppenoperation vertrag-

3 3liche Ordnungsrelation , auf Z derart, dab jedes Element deZ einen
3unmittelbaren Nachfolger besitzt, (N ,,) relationstreu bijektiv zu

(N,<) ist und die (beztglich ,) monomiale n- Filtration F auf R01eine Verfeinerung von H ist. Man wahle namlich die durch (1,1,------)2^ ^bewichtete gradweise lexikographische Ordnung, wobei X= X , Y= X3 2^und Z= X (!) angenommen sei. Wir fassen nun gr (R ) als einen Teil-1 F 0,ring von R auf und untersuchen das Ideal I , das von allen Anfangs-0 0
formen in (i )e gr (R )c R der Elemente aus I erzeugt wird. WirF 0 F 0 0 0, 2 2 2 3wollen I = (X ,XY,Y ,XZ ,Z ) zeigen. Dazu ist die Bedingung (ii)0
von Lemma (3.20) zu tberprtfen.

Wir erhalten die folgende Tabelle.

Lfd. Nr. 1 2 3 4 5 !
!2 2 2 2 2 3 2 jErzeugende von I s X (+YZ ) XY Y (+YZ ) XZ Z (+YZ )!<r ,s>0 !1 2 2Erzeugende des r Y -X ! Y Z

Syzygienmoduls 2 2 ! 4r Z -X YZ(ohne triviale !3 2Syzygien) r Y -X !-XYZ
4 2 !r Z -Y 0!5 2r Z -X !-XYZ

j jAlle <r ,s> sind durch h im Sinne des Lemmas auszudrtcken.

Wie dies geschieht, zeigt die folgende Tabelle.

Lfd. Nr. 1 2 3 4 5 !
!2 2 2 2 2 3 2 jErzeugende von I X (+YZ ) XY Y (+YZ ) XZ Z (+YZ )!<r ,s>0 !1 2 1 1 2 2Koeffizienten h Z Q------------------ -YZQ------------------ ! Y Z1-Z 1-Z2 3 1 1 ! 4h -Z Q------------------ YZQ------------------ YZ1-Z 1-Z !3 2h -Y !-XYZ

4 !h 0!5 2h -Y !-XYZ
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1 2Man beachte hier, dab ------------------= 1+ Z+ Z + ... eine Potenzreihe aus R1-Z 0
ist. Aus Beispiel (3.8) ergibt sich N , (<-1)= 0. Nach Lemmagr (I ,R )H 0 0(2.8) ist gr (R ) noethersch, so dab wir Satz (3.18) anwenden konnenH 0
und N (<-1)= 0 erhalten.gr (I ,R )H 0 0 1 ,Man stellt unschwer l(B /H B )= 2 und l(B )> l(gr (B ))= l(R /I )= 80 0 0 F 0 0 0
fest. Die von H auf B induzierte Filtration ist separiert. Nach0
Satz (3.6) gelten die behaupteten Ungleichungen.

Q.E.D.

(3.24) BEISPIEL

Es seien R := L[[X,Y,Z]] und B := R /I mit0 0 0 02 3 2 2 2 3I := (XZ+YZ, Z , X +X Y+YZ, XY +YZ, Y Z, Y +YZ) .0 2 2Dann hat B mit der (X ,XY,Y ,Z)- adischen Filtration auf R nur0 0
tangential flache Deformationen. Insbesondere gilt ftr jeden fla-

chen lokalen Homomorphismus f:(A,m)------L(B,n) lokaler Ringe mit der

Faser (B ,n )0 0
1 3 1 9H > ------QH und e(B)> ------Qe(A).B 4 A 4

B e w e i s: Zunachst zeigen wir, dab B nur tangential flache0
Deformationen besitzt. Dazu wollen wir N (<-1)= 0 tber-gr (I ,R )2 2 H 0 0prtfen, wobei H die (X ,XY,Y ,Z)- adische Filtration auf R bedeute.01 1Offenbar fallt H mit der durch (X,Y,Z) definierten (------,------,1)- Filtra-2 2
tion zusammen. Damit gibt es eine mit der Gruppenoperation vertrag-

3 3liche Ordnungsrelation , auf Z derart, dab jedes Element deZ einen
3unmittelbaren Nachfolger besitzt, (N ,,) relationstreu bijektiv zu

(N,<) ist und die (beztglich ,) monomiale n- Filtration F auf R01 1eine Verfeinerung von H ist. Man wahle namlich die durch (------,------,1)2 2^ ^bewichtete gradweise lexikographische Ordnung, wobei X= X , Y= X3 2^und Z= X (!) angenommen sei. Wir fassen nun gr (R ) als einen Teil-1 F 0,ring von R auf und untersuchen das Ideal I , das von allen Anfangs-0 0
formen in (i )e gr (R )c R der Elemente aus I erzeugt wird. WirF 0 F 0 0 0, 2 3 2 2 3wollen I = (XZ,Z ,X ,XY ,Y Z,Y ) zeigen. Dazu ist die Bedingung0
(ii) von Lemma (3.20) zu tberprtfen.

Wir erhalten die folgende Tabelle.

Lfd. Nr. 1 2 3 4 5 6 !
!2 3 2 2 2 3 jErzeugen- s XZ(+YZ) Z X (+X Y+YZ) XY (+YZ) Y Z Y (+YZ)! <r ,s>

de von I !0 1 ! 2Erzeugen- r Z -X YZ!de des 2 2 2r X -Z !-YZSyzygien-
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3 2 ! 3 2moduls r Y -Z Y Z-YZ!(ohne 4 2 3r Y -X !Y Ztriviale 5 2 !Syzygien) r Y -Z 0!6 2 2 2 3 2 3r Y -X !X Y -X YZ+Y Z
7 ! 2r Z -X YZ!8 2r Y -X !-XYZ+Y Z
9 ! 2r Y -Z -YZ!

j jAlle <r ,s> sind durch h im Sinne des Lemmas auszudrtcken. Wie

dies geschieht, zeigt die folgende Tabelle.

Lfd. Nr. 1 2 3 4 5 6 !
!2 3 2 2 2 3 jErzeugen- s XZ(+YZ) Z X (+X Y+YZ) XY (+YZ) Y Z Y (+YZ)! <r ,s>

de von I !0 1 ! 2Koeffi- h Y YZ!zienten 2 2h -Y !-YZ
3 ! 3 2h -Y Y Y Z-YZ!4 3h Y !Y Z
5 !h 0!6 2 3 2 3h -XY XY Y !X Y -X YZ+Y Z
7 ! 2h Y YZ!8 2h -Y 2 !-XYZ+Y Z
9 ! 2h -Y -YZ!

Aus Beispiel (3.10) ergibt sich N , (<-1)= 0. Nach Lemmagr (I ,R )H 0 0(2.8) ist gr (R ) noethersch, so dab wir Satz (3.18) anwenden konnenH 0
und N (<-1)= 0 erhalten.gr (I ,R )H 0 0 1 ,Man stellt unschwer l(B /H B )= 3 und l(B )> l(gr (B ))= l(R /I )= 90 0 0 F 0 0 0
fest. Die von H auf B induzierte Filtration ist separiert. Nach0
Satz (3.6) gelten die behaupteten Ungleichungen.

Q.E.D.

Wir haben nun die Absicht, zu beweisen, dab sogar ftr jeden lokalen

Ring B := R /I mit R := L[[X ,...,X ]] eine Filtration auf R exis-0 0 0 0 1 n 0
tiert, mit der B nur tangential flache Deformationen besitzt.0 dEs wird sich herausstellen, dab man diese gar (X ,...,X ) - adisch1 n
(deN) wahlen kann. Zur Vorbereitung benotigen wir das folgende Lem-

ma, das die Situation, dab I von Monomen erzeugt wird, behandelt.0

(3.25) LEMMA

Es seien L ein Korper, X ,...,X Unbestimmte und R := L[[X ,...,X ]].1 n 0 1 n
Das Ideal I in R werde von Monomen in X ,...,X vom (tblichen)0 0 1 n
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Grade hochstens d (mit deN) erzeugt. Dann hat B := R /I mit der0 0 0d(X ,...,X ) - adischen Filtration auf R nur tangential flache1 n 0
Deformationen.

B e w e i s: Der Ring R ist noethersch. Wir konnen daher anneh-0 n n1 Nmen, endlich viele Monome X ,...,X mit ?n ?< d, ..., ?n ?< d1 N
erzeugen I . Wir wollen N (<-1)= 0 zeigen.0 gr(I ,R )0 0Es gilt gr(R )= L[X ,...,X ] als L- Vektorraum. Ftr die Multipli-0 1 n
kation ergibt sich hier

u o u o u on+m ??n?? ?m?? ?n+m?& X falls ?------------------?+ ?------------------?= ?------------------------------? (*)n m ? d ? ? d dX QX = { m . m . m .
7 0 sonst ,

u oa ?a?wenn man deg(X )= ?------------------? beachtet. Offenbar vereinfacht sich (*) zud( ) ( ) m .?n? ?m?{------------------}+ {------------------}< 1 .7 d 8 7 d 8

Es sei bemerkt, dab in den Fallen ?m?= d bzw. ?n+m?< d diese Bedin-

gung automatisch erftllt ist.

gr(I ,R ) wird von allen Anfangsformen der Elemente aus I er-0 0 0
zeugt, damit von allen Monomen, die im Sinne von R Vielfache vonn n 01 NX ,...,X sind. Um zu Vielfachen im Sinne von gr(R ) tbergehenn 0izu konnen, ist hierbei jedes Monom X durch all seine Vielfachen

vom tblichen Grad d zu erganzen. Insgesamt ergibt sich, dab

gr(I ,R ) nur von Elementen der Grade 0 und 1 des graduierten0 0
Ringes gr(R ) erzeugt wird. M bezeichne ein solches Erzeugeden-0
system.

Die homogenen Elemente von N des Grades l werden somitgr(I ,R )0 0gegeben durch Systeme G homogener Elemente von gr(R ) der Grade0
l und l+1, ftr welche die Implikation

<r,M>= 0 6 <r,G>e gr(I ,R )0 0

besteht, wobei die Skalarprodukte und die Begriffe "Grad" und

"homogen" im Sinne des graduierten Ringes gr(R ) zu verstehen sind.0
Homogene Elemente von einem Grad kleiner als -1 fordern hier homo-

gene Elemente von gr(R ) von negativem Grad. Da diese nicht vor-0
kommen, gilt N (<-1)=0 .gr(I ,R )0 0 Q.E.D.

(3.26) PROPOSITION

Es seien L ein Korper, X ,...,X Unbestimmte, R := L[[X ,...,X ]]1 n 0 1 n
und I ein Ideal in R . Dann existiert eine nattrliche Zahl d>00 0 dderart, dab B := R /I mit der (X ,...,X ) - adischen Filtration0 0 0 1 n
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auf R nur tangential flache Deformationen besitzt.0 dB e w e i s: H(d) sei die (X ,...,X ) - adische Filtration auf R .1 n 0
Wir wollen zeigen, dab ftr ein gewisses deN die Beziehung

N (<-1)= 0 besteht.gr(I ,R )0 0Sei , die durch (1,1,...,1) bewichtete gradweise lexikographische
nOrdnung auf Z . Dies ist eine mit der Gruppenoperation vertragliche

nOrdnungsrelation derart, dab jedes Element deZ einen unmittelbaren
nNachfolger besitzt und (N ,,) relationstreu bijektiv zu (N,<) ist.

F sei die (beztglich ,) monomiale n- Filtration auf R . Dann ver-0
feinert F die (X ,...,X )- adische Filtration und damit H(d) ftr1 n
jedes deN.

,Wir fassen nun gr(R ) als einen Teilring von R auf. I c R sei0 0 0 0
das Ideal, das von allen Anfangsformen in (i )e gr (R )c R er-F 0 F 0 0,zeugt wird. Offenbar wird I von Monomen erzeugt und zwar, da R0 0
noethersch ist, von endlich vielen. deN sei speziell so gewahlt,

dab es mindestens gleich dem Maximum der tblichen Grade dieser

Monome ist. Lemma (3.25) liefert dann N , (<-1)= 0. Nachgr (I ,R )H(d) 0 0Lemma (2.8) ist gr (R ) noethersch, so dab wir Satz (3.18) an-H(d) 0
wenden konnen und N (<-1)= 0 erhalten.gr (I ,R )H(d) 0 0 Q.E.D.

(3.27) BEMERKUNG

An dieses Ergebnis schliebt sich eine Reihe offener Probleme an.

Kann man zum Beispiel in irgendeiner Weise einen Tberblick tber alle

in (X ,...,X ) quasi- homogenen (oder gar monomialen) Filtrationen1 n
auf R := L[[X ,...,X ]] gewinnen, mit denen ein gegebener lokaler0 1 n
Ring B =R /I nur tangential flache Deformationen besitzt? Betrach-0 0 0
tet man die quasi- homogenen Filtrationen, so erhalt man eine nicht-

nleere Teilmenge von R . Hier ware die Frage nach deren Eigenschaf-+
ten zu stellen. Ist sie zum Beispiel zusammenhangend, glatt berandet

oder gar von Polyedern begrenzt?

Interessiert man sich ftr die Lech- Ungleichung, so sind nur Fil-

trationen von Bedeutung, bei denen die Filtrationsideale nicht zu

klein ausfallen. Man kann also nattrlicherweise die Frage stellen,

ob es in einem gewissen Sinne maximale (monomiale, quasi- homogene)

Filtrationen gibt, die die tangentiale Flachheit aller Deformationen

von B noch sichern. Trifft dies zu, so ware zu untersuchen, ob es0
endlich viele sind, da wohl nur dann deren Bestimmung von Interesse

(und tberhaupt moglich ?) sein wird.
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Die Antworten auf diese Fragen mtssen hier offen bleiben.

(3.28) BEZEICHNUNGEN

Seien e= (e ,...,e ) ein n- Tupel positiver ganzer Zahlen, L ein1 n
Korper und X , ..., X Unbestimmte. Dann betrachten wir den lokalen1 n
Homomorphismus

e e1 nF: L[[X ,...,X ]]------L L[[X ,...,X ]] , X 9L X , ..., X 9L X ,1 n 1 n 1 1 n n

der die Identitat auf L induziert. Der Einfachheit halber sei die

Bezeichnungsweise

(e)F: R ------L R0 0

eingefthrt. Ftr eine formale Potenzreihe fe R setzen wir0
(e) (e)f := F(f)e R .0

(e) (e)Sei nun I c R ein Ideal. Dann bezeichne I das Ideal in R mit0 0 0 0
(e) (e)I := F(I )Q R .0 0 0

Ist B := R /I ein Faktorring, so sei0 0 0
(e) (e) (e)B := R /I0 0 0

(e)gesetzt. Wir bemerken, dab B eine verzweigte Tberlagerung von0
(e)B ist. Ist schlieblich F eine Filtation auf R , so sei F die0 0

(e)Filtration auf R mit0
(e)i iF := F(F )

ftr alle ieN.

(3.29) SATZ

(Wir benutzen die Bezeichnungen aus (3.28).)

I sei ein Ideal in R . Ferner sei auf R eine in (X ,...,X ) mono-0 0 0 1 n
miale Filtration F, ftr die gr (R ) noethersch ist, derart vorge-F 0
geben, dab

N (<-1)= 0gr (I ,R )F 0 0
gilt.

a) Dann gilt sogar ftr jedes n- Tupel e= (e ,...,e ) positiver1 n
ganzer Zahlen

N (e) (e) (<-1)= 0 .gr (e)(I ,R )F 0 0
b) Die positiven ganzen Zahlen d , ..., d seien so gewahlt, dab1 nd d1 1 nF b (X ,...,X )1 n
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gilt und F sei sogar endlich erzeugt. Dann gilt ftr jeden flachen

lokalen Homomorphismus f: (A,m)------L (B,n) lokaler Ringe mit einer
(e) (e) (e)Faser B := R /I , wobei e= (e ,...,e ) ein beliebiges n-Tupel0 0 0 1 n

positiver ganzer Zahlen sei, ftr die Hilbertreihen bzw. Multiplizi-

taten (im Sinne kanonischer Filtrationen)
1l(B /F B )1 1 0 0H > H Q ------------------------------------------------------------ undB A d Q...Qd1 n

l(B )0e(B)> e(A)Q ------------------------------------------------------ .d Q...Qd1 n1Ist speziell l(B /F B )= d Q...Qd , so gilt0 0 1 n1 1H > H .B A
Ist l(B )> d Q...Qd , so gilt0 1 n
e(B)> e(A) .

(e) (e)B e w e i s: a) Auf R betrachten wir die Filtration F mit0
(e)n n (e) (e)F := F QR . Der R - Modul R ist frei vom Rang e Q...Qe ,0 0 0 1 n
also insbesondere flach. Wir erhalten

n (e) (e)n (e)n+1gr (e)(R )= F /FF 0
n (e) n+1 (e)= F QR /F QR0 0
n (e) n+1 (e)= F t R /F t RR 0 R 00 0n (e)= gr (R )t R .F 0 R 00

(e) (e)Es ergibt sich also gr (e)(R )= gr (R )t R , das heibtF 0 F 0 R 0
(e) 0gr (e)(R ) ist gr (R )- frei und folglich der HomomorphismusF 0 F 0
(e)F: R ------L R filtrierter lokaler Ringe tangential flach. Wir be-0 0

(e)trachten nun die Ringe B und B . Wir erhalten0 0
(e) (e) (e)gr (e)(B )= gr (e)(R /I )F 0 F 0 0

(e) (e)= gr (e)(R /I R )F 0 0 0
(e) (e) (e)= gr (e)(R )/gr (e)(I R ,R )F 0 F 0 0 0
(e) (e)= gr (e)(R )/gr (I ,R )Qgr (e)(R ) (F tangentialF 0 F 0 0 F 0 flach) .

Damit gilt

(e) (e) (e)gr (e)(B )= gr (R )t R / gr (I ,R )Q (gr (R )t R )F 0 F 0 R 0 F 0 0 F 0 R 00 0
(e) (e)= gr (R )t R / gr (I ,R )t gr (R )t RF 0 R 0 F 0 0 gr (R ) F 0 R 00 F 0 0
(e) (e)= gr (R )t R / gr (I ,R )t RF 0 R 0 F 0 0 R 00 0
(e)= gr (B )t R . (*)F 0 R 00

Es sei bemerkt, dab wir unter anderem
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(e) (e)gr (I ,R )Qgr (e)(R )= gr (I ,R )t RF 0 0 F 0 F 0 0 R 00
erhalten haben. Untersuchen wir nun die Normalenmoduln. Es gilt

N (e) (e)gr (e)(I ,R )F 0 0
(e) (e) (e)= Hom (e) (gr (e)(I ,R ),gr (e)(B ))gr (e)(R ) F 0 0 F 0F
(e) (e) (e)= Hom (e) (gr (e)(I R ,R ),gr (e)(B ))gr (e)(R ) F 0 0 0 F 0F

(e) (e)= Hom (e) (gr (I ,R )Qgr (e)(R ),gr (e)(B )) (F tangen-gr (e)(R ) F 0 0 F 0 F 0F tial flach)
(e) (e)= Hom (e)(gr (I ,R )t R ,gr (B )t R ) (siehe oben)gr (R )t R F 0 0 R 0 F 0 R 0F 0 R 0 0 00 (e)= Hom (gr (I ,R ),gr (B ))t R (gr (I ,R ) von endlichergr (R ) F 0 0 F 0 R 0 F 0 0F 0 0 Darstellung, da gr (R )

(e) F 0= N t R . noethersch)gr (I ,R ) R 0F 0 0 0
Da unsere Rechnungen die graduierten Strukturen respektieren, gilt

speziell
(e)N (e) (e) (<-1)= N (<-1)t Rgr (e)(I ,R ) gr (I ,R ) R 0F 0 0 F 0 0 0

und damit die Behauptung.
(e)b) Teil a) liefert nach Satz (2.20), dab B mit der Filtration0

(e)F nur tangential flache Deformationen besitzt. Weiter gilt nach

Konstruktion
e d e d

(e)1 1 1 n nF b (X ,...,X ).1 n
Damit liefert Satz (3.6) die Ungleichungen

(e) (e)1 (e)l(B /F B )1 1 0 0H > H Q ------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ undB A d Q...Qd Qe Q...Qe1 n 1 n
(e)l(B )0e(B)> e(A)Q ------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ ,d Q...Qd Qe Q...Qe1 n 1 n

wenn man beachtet, dab die endliche Erzeugtheit von F liefert, dab
(e)F (stark) separiert ist. Aus Aussage (*) ergibt sich dann

(e) (e)l(B )= l(gr (e)(B )0 F 0
(e)= l(gr (B )t R )F 0 R 00= l(B )Qe Q...Qe .0 1 n

Ebenso erhalt man
(e) (e)1 (e) 1 (e)l(B /F B )= l((B /F B ) )0 0 0 01= l(B /F B )Qe Q...Qe .0 0 1 n

Dies liefert die behaupteten Ungleichungen. Die spezielleren Aussa-

gen sind trivial.

Q.E.D.

(3.30) BEMERKUNGEN
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Unsere hinreichende Bedingung ftr die tangentiale Flachheit aller

Deformationen tbertragt sich also in gewisser Weise auf verzweigte

Tberlagerungen. Dabei andern sich die Koeffizienten der Lech- Un-

gleichungen, die wir nachweisen konnen, nicht. Insbesondere erhalt

man aus jedem unserer Beispiele (und auch aus jedem Beispiel aus

[He-1], wo die Situation kanonischer Filtrationen behandelt wurde)

ganze Beispielserien. Satz (3.29.b) ist unser bestes Ergebnis tber

Lech- Hironaka- Ungleichungen.

Zum Schlub sei bemerkt, dab der Begriff der tangentialen Flachheit

von Homomorphismen filtrierter lokaler Ringe beim Beweis von Satz

(3.29) seltsamerweise als technisches Hilfsmittel auftrat.
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BEZEICHNUNGEN

#M Anzahl der Elemente der Menge M

N, Z, Q, R, C Menge der nattrlichen, ganzen, rationalen, reel-

len bzw. komplexen Zahlen, N= {0,1,2,3,...}

R Menge der positiven reellen Zahlen,+
R = {xeR: x>0}+

l (M) Lange des Moduls M tber dem Ring AA

l(A) := l (A), Lange des Ringes AA

(A,m) lokaler Ring mit dem maximalen Ideal m

F , F, ... oft: Filtration auf lokalem Ring A,A
Multifiltration auf Ring A

(A,F ) filtrierter lokaler Ring A (mit Filtration F )A A
dord (x)= ord(x) := sup {deN: xeF }, Ordnung des Elementes x imF AA filtrierten lokalen Ring (A,F )An d:= max {deN : xeF } (Maximum beztglich einerA ngegebenen Ordnungsrelation , auf Z ),

Ordnung des Elementes x im Ring A beztglich

der Multifiltration FA
A ,E, E , E , ... oft: filtrierende Exponentenfamilie,

nE= (E ) mit E c Nd deN d
d d+1gr (A)= gr(A) := s F /F , assoziierter graduierter Ring zumF deN A AA filtrierten lokalen Ring And d:= s n F /F , assoziierter multigraduierter RingdeN A A

zum Ring A beztglich der Multifiltration FA
d d+1gr (M)= gr(M) := s F M/F M, assoziierter graduierter gr(A)-F deN A AA Modul zum A- Modul M (A filtrierter lokaler Ring)nd d:= s n F M/F M, assoziierter multigraduierterdeN A A

gr(A)- Modul zum A- Modul M

(A mit Multifiltration F versehener Ring)A

gr (I,A)= gr(I,A) Kern der nattrlichen Abbildung gr (A)------Lgr (A/I),F F FA A AAnfangsformenideal (F (Multi-) Filtration auf A)A( d+1in (x)= in(x) := { (x mod F ) falls d:= ord(x) endlichF AA ? 0 sonst7
Anfangsform von x im filtrierten lokalen Ring A( n n
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d d d n:= { (x mod F ) falls xe F \F mit deNA A A n? n d d0 falls ftr kein deN xe F \F gilt7 A A
Anfangsform von x im Ring A beztglich der

Multifiltration FA

F oft: Filtration, Multifiltration auf Modul MM
d d+1gr (M)= gr(M) := s F /F , assoziierter graduierter gr (A)-F deZ M M FM AModul zum A- Modul M (A filtrierter lokaler Ring)md d:= s n F /F , assoziierter multigraduierterdeZ M M

gr (A)- Modul zum A-Modul MFA(A mit Multifiltration F versehener Ring)A
n, oft: Ordnungsrelation auf Z ,

ftr Multifiltrationen benotigt

n nd ftr deN , unmittelbarer Nachfolger beztglich ,
nvon d in N

m nd ftr deZ , unmittelbarer Nachfolger beztglich ,
nvon d in Z

(B ,y ,E) monomial filtrierter lokaler Ring;0 0
B lokaler Ring, E filtrierende Exponentenfamilie,0
y definierendes Tupel0

^ dA := lim A/F ,J------------------ AdVervollstandigung des filtrierten lokalen Ringes A

yA Vervollstandigung im Sinne der kanonischen Fil-

tration des filtrierten lokalen Ringes A,

Filtrationsideale entsprechend vervollstandigt

dG = G(d) d- ter homogener Bestandteil des graduierten

(multigraduierten) Ringes G

deg(x) Grad des homogenen Elementes x im graduierten

(multigraduierten) Ring bzw. Modul

M[e] ftr graduierten Modul tber graduiertem Ring:

Verschiebung der Grade um e

iH , H Hilbertfunktion, i-te SummentransformierteA A
der Hilbertfunktion (ieN) des filtrierten

ilokalen Ringes A, H ,H : N------LN mitA A dd d d+1 0 i+1 iH (d):= l (F /F ), H := H , H (d):= S H (j)A A A A A A A Aj=0
Funktionen H: N------LN werden oft identifiziert mit
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assoziierter formaler Potenzreihe8 dH= S H(d)T e Z[[T]]
d=0, , ,H< H ftr H,H : N------LN bedeutet H(d)< H (d) ftr alle deN

ih , h Hilbertpolynom, i-te SummentransformierteA A
des Hilbertpolynoms (ieN) des I- adisch

ifiltrierten lokalen Ringes A, h ,h e Q[T] mitA Ai ih (d)= H (d), h (d)= H (d) ftr d.0 (ftr jedes i)A A A A

e (A) Multiplizitat des Ideals I im lokalen Ring A,I 1 nKoeffizient von h bei X ist e (A)/n! mitA I
n:= dim A

e(A) := e (A), Multiplizitat des lokalen Ringes (A,m)m

dim A Dimension des lokalen Ringes A

n.0 (z.B. Aussage gilt ftr) alle n mit n>N

ftr ein gewisses NeN

< 8 (z.B. Supremum einer Menge reeller Zahlen)

ist endlich

N := Hom (I,R/I) ftr Ideal I im Ring R ,I R
Normalenmodul (vgl. aber Konstruktionen

aus Definitionen (2.12))

8N(<k) := N/ s N(d) ftr graduierte Moduln N= s N(d)d=k deZ
tber graduiertem Ring R= s R(d) ,deN
N(<k)= s N(d) als R(0)- Modulnd<k

= Isomorphie von Ringen, Moduln

A[X ,...,X ] Polynomring in n Unbestimmten tber dem Ring A1 n

A[[X ,...,X ]] Potenzreihenring in n Unbestimmten tber dem1 n
Ring A

Ann(I) := {xeR: xI= (0)} ftr eine Teilmenge I des

Ringes R , Annihilator von I

Soc(A) := Ann(m), Sockel des lokalen Ringes (A,m)

nrad(I) := {xeR: x eI ftr ein neN} ftr ein Ideal I

im Ring R , Radikal von I

ker(f), coker(f), Kern, Kokern bzw. Bild des Homomorphismus f
im(f) von Moduln tber einem Ring
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sR ftr einen Ring R und se p R
leL

(L beliebige Indexmenge)

das von den Komponenten von s erzeugte Ideal

<h,r> ftr einen Ring R, he s R und re p R
leL leL(L beliebige Indexmenge)

:= S h r (falls L endlich, tbliches Skalarprodukt)l lleL 1 n<A,r> := (<s ,r>,...,<s ,r>) ftr r= (r ,...,r ) und1 n1 nMatrizen A mit den Zeilen s ,...,s

in(r) := (in(r )) ftr r= (r ) e p R undi ieI i ieI ieIfiltrierten lokalen Ring R

a a(1) a(n)X := X Q...QX1 n
ftr X= (X ,...,X ) und a= (a(1),...,a(n))1 n

?a? := a(1)+...+a(n) ftr a= (a(1),...,a(n))

(X ,...,X ) das von den Elementen X ,...,X im Ring R1 n 1 n
erzeugte Ideal

(0:t) := Ann((t)) ftr ein Element t eines Ringes R

(a mod I) Restklasse von a in A/I

ftr Ring A, aeA, I Ideal in A

------a bezeichnet mitunter (a mod I), wenn I aus

Kontext klar ist

[x] := max {neN: n<x} ftr xeR, ganzer Anteil von x

{x} := x-[x] ftr xeR, gebrochener Anteil von x

(e) (e) (e)R , f , I falls e= (e ,...,e ) ein n- Tupel positiver gan-0 1 n
(e) (e)B , F zer Zahlen,0

F: L[[X ,...,X ]]------LL[[X ,...,X ]] mit
e 1 n e 1 n
1 n (e)X 9LX ,...X 9LX wird F: R ------LR bezeichnet1 1 n n 0 0

(e)f := F(f) ftr fe R0
(e) (e)I := F(I )QR ftr I c R ein Ideal0 0 0 0 0
(e) (e) (e)B := R /I falls B = R /I0 0 0 0 0 0
(e) (e) (e)i iF ist die Filtration auf R mit F := F(F )0
falls F eine Filtration auf R ist0

nDas durch (g ,...,g )eR reprasentierte Element1 n
von N = Hom (I,R/I) sei die AbbildungI R
<r,f>9L (<r,g> mod I) ,
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falls diese existiert. Dabei wird das Erzeugen-

densystem f= (f ,...,f ) des Ideals I als gegeben1 n
angesehen.
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