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❆❜str❛❝t

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❡①t❡♥❞s t❤❡ ✜r♠ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♠♦❞❡❧ ♦❢ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✸✮ ❜② ✐♥tr♦✲

❞✉❝✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥ ♣r♦❝❡ss R&D✳ ❚❤❡ ♥♦✈❡❧t②

✐s t❤❛t ✐❢ ❛ ✜r♠ ✐♥✈❡sts ♠♦r❡ ✐♥ R&D ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ r❡t✉r♥ ❤❛③❛r❞ r❛t❡

st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ r❡t✉r♥ ♦❢ ❧❡ss R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s ♣r♦♣✲

❡rt②✱ ❡♥tr❛♥ts ✐♥✈❡st ♠♦r❡ ✐♥ R&D ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱

t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s t♦ ♠♦r❡ ♣r♦✲

❞✉❝t✐✈❡ ✜r♠s ❛♥❞ ❛ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✜r♠s✬ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✜♥❞✐♥❣s✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡ ✜r♠s✬ ✐♥❝r❡❛s❡❞

R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❧❡❛❞ t♦ ❛ s❡❝t♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r r✐❣❤t✲t❛✐❧ ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r✐♦r t♦ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①✲

♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❢♦✉♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❛✐❧s ❛♠♦♥❣

s❡❝t♦rs ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss ❧❡✈❡❧s✳ ❆♥♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✬s

❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r tr❛❞❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ✐s ✐ts ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ✐♥

❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✸✮✳ ■t ❡♥❛❜❧❡s ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s tr❛❞❡

♠♦❞❡❧s t♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✜r♠✲❧❡✈❡❧ R&D ✐♥ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t

❛♥❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② tr❛❝t❛❜❧❡ ✇❛②✳

❏❊▲✲❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❋✶✷✱ ❋✶✸✱ ❖✸✶

❑❡②✇♦r❞s✿ ❆❣❣r❡❣❛t❡ ▲❡✈❡❧✱ ❋✐r♠ ❙✐③❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❋✐r♠s✱ R&D ■♥✈❡st♠❡♥ts✱ ❚r❛❞❡

▲✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✳

∗■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❑❧❛r❛ ❇✉❝❤♥❡r✱ ❈❛rst❡♥ ❊❝❦❡❧✱ ❚♦❜✐❛s ❊r❤❛r❞t✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❏✉♥❣✱ ❋❧♦r✐❛♥
❑✉❤❧♠❡②✱ ▼❛✐❦❡ ▲❡♥❣❡♠❛♥♥✱ ▼❛tt❤✐❛s ▼✐♥❦❡✱ ❈②r✐❧ ▼♦♥♥❡t✱ ❍♦rst ❘❛✛✱ ❯❧r✐❝❤ ❙❝❤❡tt❡r✱ ❇❡❛t ❙♣✐r✐❣✱
❘♦❧❢ ❲❡❞❡r✱ ❏❡♥s ❲r♦♥❛ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛t t❤❡ ●❡r③❡♥s❡❡ ❆❧✉♠♥✐ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛t
t❤❡ 16t❤ ●ött✐♥❣❡r ❲♦r❦s❤♦♣ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❢♦r ❤❡❧♣❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞ s✉❣❣❡st✐♦♥s✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❍❡r♠✐♦♥❡ ▼✐❧❧❡r✲▼♦s❡r ❢♦r ❡❞✐t♦r✐❛❧ ❛ss✐st❛♥❝❡✳

∗∗❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❇❛s❡❧✱ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✳ ❊✲♠❛✐❧✿ ❝❤r✐st✐❛♥✳r✉t③❡r❅✉♥✐❜❛s✳❝❤✳
❆♥② ❝♦♠♠❡♥ts ❛r❡ ❣r❡❛t❧② ✇❡❧❝♦♠❡✳

✶



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆ ✈❛st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s❤♦✇s t❤❛t tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦✲

❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ s❡❝t♦rs s✉❜st❛♥t✐❛❧❧②✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤✐s ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣❛✐♥s ❝❛♥ ❜❡

❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s t♦✇❛r❞s ♠♦r❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✜r♠s ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

❣r♦✇t❤ ✇✐t❤✐♥ ✜r♠s ✭▲✐❧❡❡✈❛✱ ✷✵✵✽❀ ❋❡r♥❛♥❞❡s✱ ✷✵✵✼❀ ❇❡r♥❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❚r❡✢❡r✱ ✷✵✵✹❀

P❛✈❝♥✐❦✱ ✷✵✵✷✮✳ ❖♥❡ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❛✉s❡ ❢♦r t❤❡ ✇✐t❤✐♥ ✜r♠ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ ✐s

❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ✭❇✉st♦s✱ ✷✵✶✶❀ ▲✐❧❡❡✈❛ ❛♥❞ ❚r❡✢❡r✱ ✷✵✶✵✮✳✶ ■♥

❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦t❤❡r st✉❞✐❡s ✜♥❞ t❤❛t tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ♠♦r❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ✜r♠s✬

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇✐t❤✐♥ ❛ s❡❝t♦r ✭▼❛❣❣✐♦♥✐✱ ✷✵✶✸❀ ■t♦ ❛♥❞ ▲❡❝❤❡✈❛❧✐❡r✱ ✷✵✵✾❀ ❙②✈❡rs♦♥✱ ✷✵✵✹✮

❛♥❞ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ s❡❝t♦r✬s ✜r♠ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❖❦✉❜♦

❛♥❞ ❚♦♠✐✉r❛✱ ✷✵✶✸❀ ❙✉♥ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣✱ ✷✵✶✷❀ ❉✐ ●✐♦✈❛♥♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳

❋r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ❛♥❛❧②③❡❞

s✐♥❝❡ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s tr❛❞❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜② ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✸✮✳ ■♥ t❤❡s❡ ❡❛r❧②

❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s tr❛❞❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❡✛❡❝ts✱ ✜r♠s ❝❛♥

♦♥❧② r❡s♣♦♥❞ t♦ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜② ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡✐r ❡♥tr②✱ ❡①✐t ♦r ❡①♣♦rt ❞❡❝✐s✐♦♥

✭▼❡❧✐t③ ❛♥❞ ❖tt❛✈✐❛♥♦✱ ✷✵✵✽❀ ❇❡r♥❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ▼❡❧✐t③✱ ✷✵✵✸✮✳✷ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡

s❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❝❤❛♥❣❡s s♦❧❡❧② ❞✉❡ t♦ ❛ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❢r♦♠ ❧♦✇❧② ♣r♦✲

❞✉❝t✐✈❡ ❡①✐t✐♥❣ ✜r♠s t♦✇❛r❞s ❤✐❣❤❧② ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❡①♣♦rt✐♥❣ ✜r♠s✳ ❚❤✐s s❡❧❡❝t✐♦♥ ❧❡❛❞s

t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛ s❡❝t♦r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s

♥♦✇ ♠♦r❡ tr✉♥❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧❡❢t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛t ♦❞❞s ✇✐t❤ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝✲

t✐✈✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ s❡❝t♦r ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡

s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ s❡❝t♦r✬s ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✉♥❛✛❡❝t❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢

❜♦t❤✱ ✇✐t❤✐♥ ✜r♠ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ✜r♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ♠❛t❝❤

❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❢❛❝ts ♦♥ ❤♦✇ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛✛❡❝ts ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧

❢❛❝ts✳ ■♥ ❞♦✐♥❣ s♦ ✐t ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ❡①✐st✐♥❣ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s ❛♥❞ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s

✐♥ t✇♦ ✇❛②s✳ ❋r♦♠ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡

✐♥ ✐♥❞✉str② ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞✉❡ t♦ ❛ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s t♦ ♠♦r❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✜r♠s

❛♥❞ ❛ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✜r♠s✬ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ t❤❡

❛✉t❤♦r✬s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐♥❞✉str② ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t❤❛t ✐s ❛ttr✐❜✉t❛❜❧❡

t♦ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤✱ ♠♦r❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ♦❢ ✜r♠s ❛♥❞ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✱

❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❛♥② ♦t❤❡r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛s ②❡t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤

❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✜♥❞✐♥❣s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts ♦❢ ✜r♠s ❧❡❛❞ t♦

✶❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛✛❡❝t ✇✐t❤✐♥ ✜r♠ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜② ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❛
❜❡tt❡r ❛❝❝❡ss ♦❢ ✜r♠s t♦ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉ts ✭❆♠✐t✐ ❛♥❞ ❑♦♥✐♥❣s✱ ✷✵✵✼✮ ♦r t❤r♦✉❣❤ ❛ ❜❡tt❡r r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ✇✐t❤✐♥ ✜r♠s ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❇❡r♥❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇
♦♥ ✇❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙②✈❡rs♦♥ ✭✷✵✶✶✮✳ ❚❤✐s s✉r✈❡② ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡s
❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧s ♦♥ ❤♦✇ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳

✷❋♦r ♣r❡✈✐♦✉s ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❍❡❧♣♠❛♥ ✭✷✵✵✻✮ ❛♥❞ ●r❡❡♥❛✇❛② ❛♥❞ ❑♥❡❧❧❡r ✭✷✵✵✼✮ ♦r
♠♦r❡ r❡❝❡♥t ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❜② ▼❡❧✐t③ ❛♥❞ ❘❡❞❞✐♥❣ ✭✷✵✶✷✮ ❛♥❞ ▼❡❧✐t③ ❛♥❞ ❚r❡✢❡r ✭✷✵✶✷✮✳

✷



♠♦r❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤❡r r✐❣❤t✲t❛✐❧ ♦❢ ❛ s❡❝t♦r✬s ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡❧✐✈❡rs ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✇❤② tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥

✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♠♦r❡ r✐❣❤t✲s❦❡✇❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✜r♠s✳

■♥ ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ s❡♥s❡✱ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ str❛✐❣❤t✲❢♦r✇❛r❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲

❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✸✮ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡r ❛❞❞s ❛ ♣r❡✲st❛❣❡ t♦ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✸✮ ✇✐t❤

P❛r❡t♦✲❞✐str✐❜✉t❡❞ ✜r♠s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ✜r♠ ❝❛♥ ❞❡❝✐❞❡ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss R&D ✐♥✲

✈❡st♠❡♥ts✳✸ ■❢ ❛ ✜r♠ ✐♥✈❡sts ♠♦r❡ ✐♥ R&D✱ ✐t ❞r❛✇s ✐ts ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❢r♦♠ ❛ P❛r❡t♦

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ❤❛③❛r❞ r❛t❡ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ P❛r❡t♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❝❛s❡

♦❢ ❧❡ss R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞✐✛❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠✲

❡t❡r✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ✜ts ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦♥ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ r❡t✉r♥s ✐♥ ❛ ❧♦♥❣ r✉♥

♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✭▲❡✐t♥❡r ❛♥❞ ❙t❡❤r❡r✱ ✷✵✶✶❀ ❈♦❛❞ ❛♥❞ ❘❛♦✱ ✷✵✵✽❀ ❊❜❡rs❜❡r❣❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀

❙❝❤❡r❡r ❛♥❞ ❍❛r❤♦✛✱ ✷✵✵✵✮✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❛

P❛r❡t♦✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ r❡t✉r♥s ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r r✐❣❤t✲t❛✐❧ ✐♥ s❡❝t♦rs

✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❧✐❦❡ ❤✐❣❤✲t❡❝❤ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡

s❡r✈✐❝❡s ✭▼❛rs✐❧✐✱ ✷✵✵✺❀ ▼❛rs✐❧✐ ❛♥❞ ❙❛❧t❡r✱ ✷✵✵✺✮✳

■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡s❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❣✐✈❡♥ P❛r❡t♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❣❡♥✲

❡r❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ st♦❝❦ ❢♦r t❤❡ ✜r♠s ♦❢ ❛♥ ✑❛❞❛♣t✐♥❣ ✐♥❞✉str②✑✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡

✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ s✉❜s❡q✉❡♥t ❛♣♣❧✐❡❞ R&D ♦❢ s✉❝❤

✜r♠s✳ ❚❤❡s❡ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥ t✉r♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✭❈♦❤❡♥✱ ✷✵✶✵❀ ❈♦❤❡♥

❛♥❞ ▲❡✈✐♥t❤❛❧✱ ✶✾✽✾✮✳ ❆ ♠♦r❡ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❦♥♦✇❧✲

❡❞❣❡ ✐♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❛❧❧ ✜r♠s ✇✐t❤✐♥ ❛♥

✑❛❞❛♣t✐♥❣ ✐♥❞✉str②✑✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝❛r✲✐♥❞✉str②✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ♦❢ ✜r♠s

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❛r✲✐♥❞✉str② ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❜❡s✐❞❡ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs ❜② t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥

❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✜r♠ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡

❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t✉r♥ ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✜r♠ ❞❡❝✐s✐♦♥s t❛❦❡♥ t♦✲

❣❡t❤❡r✳ ❚❤✐s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❢r❡❡ ❡♥tr② ❛♥❞ R&D

✭❙✉tt♦♥✱ ✶✾✾✻❀ ❉❛s❣✉♣t❛ ❛♥❞ ❙t✐❣❧✐t③✱ ✶✾✽✵✮✳ ❚r❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ r❛✐s❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧

♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛ ✜r♠✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ❡①♣♦rt ♣r♦✜ts ✇❤✐❧❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❧♦✇❡r✐♥❣ ✐ts

❡①♣❡❝t❡❞ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r♦✜ts ❞✉❡ t♦ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♦t❤❡r ❤❡t✲

❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s tr❛❞❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✭▲♦♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❆t❦❡s♦♥

❛♥❞ ❇✉rst❡✐♥✱ ✷✵✶✵✮✱ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ✜r♠ t♦ ✐♥✈❡st ♠♦r❡ ✐♥ R&D ❛s tr❛❞❡ ❝♦sts

❢❛❧❧ ✐s ♥♦t ♦✛s❡t ❜② str♦♥❣❡r ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛t s♦♠❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss✱ ❛

✜r♠ ♣r❡❢❡rs t♦ ✐♥✈❡st ❛ ❤✐❣❤❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ s✉♥❦ ❝♦sts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞r❛✇ ❢r♦♠ ❛ ♠♦r❡ ❢❛✲

✈♦r❛❜❧❡ P❛r❡t♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❖t❤❡r ✜r♠s ✇✐❧❧ ❜❡❤❛✈❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② s❤❛r❡

t❤❡ s❛♠❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ st♦❝❦ ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣r✐♦r t♦ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞r❛✇✳

✸❚❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♣r♦✜t s❡❡❦✐♥❣ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡ ✭❙②✈❡rs♦♥✱ ✷✵✶✶✮✳ ❖♥
t❤❡ ♦♥ ❤❛♥❞✱ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥ ♣r♦❝❡ss R&D ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦✉t♣✉t ❣♦♦❞ ♠♦r❡
❡✣❝✐❡♥t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥ ♣r♦❞✉❝t ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ❛✐♠ t♦ ✐♥✈❡♥t ❛ ♥❡✇ ♣r♦❞✉❝t
♦r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t q✉❛❧✐t②✳

✸



❆t t❤❡ ♥❡✇ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜r♠ t♦ ✐♥✈❡st ♠♦r❡ ✐♥ R&D✳ ❆s

❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ♥♦✇ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛

❤✐❣❤❡r r✐❣❤t✲t❛✐❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r✐♦r t♦ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❆t ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ s✐♠♣❧② ✐s ❛ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✸✮ ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t

✇✐t❤ P❛r❡t♦✲❞✐str✐❜✉t❡❞ ✜r♠s✳ ❚❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♥❡✇ ❢❡❛t✉r❡ ❤❡r❡ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ s❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ ✐s ♥♦✇ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧②

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ R&D ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✜r♠s✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡✱ ✐♥ t✉r♥✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡

♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss✳ ❚❤✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ♥♦✈❡❧ r❡s✉❧t ✐s ❛ttr✐❜✉t❛❜❧❡ t♦ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♦✉t✲

❝♦♠❡s ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤❛③❛r❞ r❛t❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ■❢

R&D ♦✉t❝♦♠❡s ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ❞✐✛❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r st♦❝❤❛st✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✱

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥t ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ ✜r♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❞✐st✐♥❝t P❛r❡t♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉♣♣♦rt✳✹

▼✉❝❤ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s ✐s ❜✉✐❧t ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✸✮

❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ss✉♠❡s ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞r❛✇s t❤❛t ❛r❡ P❛r❡t♦ ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛✲

s♦♥✱ t❤❡ R&D ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✇❛②s t♦ ❣❛✐♥ ♥❡✇ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡

❡✛❡❝ts ♦❢ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛t ❛♥ ✐♥❞✉str② ❧❡✈❡❧✳✺ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡

✉s❡❞ ✐♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❡①❡r❝✐s❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✜r♠

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✏✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡s

t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✜r♠ s✐③❡✱ ❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ t❤❛t ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇✐❧❧

❧✐❦❡❧② ❧❡❛❞ t♦ ❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t❡s✑ ✭❉✐ ●✐♦✈❛♥♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✱ ♣✳ ✹✸✮✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ tr❛❞❡ ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s ❛♥❞

❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ♣r♦❝❡ss R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ tr❛❞❡

❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡r❡✲

❢♦r❡ ♠♦st ❝❧♦s❡❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ▲♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ■♥ t❤❡✐r ♦❧✐❣♦♣♦❧②

♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❞❡♠❛♥❞✱ ❡♥tr❛♥ts ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝❤♦♦s❡ ❤♦✇ ♠✉❝❤ t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ ♣r♦❝❡ss

R&D ❜❡❢♦r❡ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✜r♠ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②

✐♥ ❛♥ ♦❧✐❣♦♣♦❧✐st✐❝ ♠❛r❦❡t str✉❝t✉r❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✐♥ ❛ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♠❛r❦❡t

str✉❝t✉r❡ ✐s t❤❛t tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥t ♠❛r❦✲✉♣ ❛❞❥✉st♠❡♥ts

✭❇❡r♥❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ♦❢ ♣r♦❝❡ss ✐♥♥♦✲

✈❛t✐♦♥s ❛❢t❡r tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② ♦✛s❡t ❜② str♦♥❣❡r ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜②

✜r♠s ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛ ✜r♠ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t

❢♦r ❛♥② ❧❡✈❡❧ ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢r❡❡ ❡♥tr②✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❡✛❡❝ts

♦❢ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ ✉s✉❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❛r❡ s♦❧❡❧②

❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✳

✹P✢ü❣❡r ❛♥❞ ❙✉❡❞❡❦✉♠ ✭✷✵✶✸✮ ❛♥❞ ❇♦❤♥st❡❞t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ s❤♦✇ t❤❛t ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡✐r R&D s♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡❞ R&D s♣❡♥❞✲
✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉♣♣♦rt ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ❛ P❛r❡t♦
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❢♦❝✉s ♦♥ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts ♦❢ ✜r♠s✳

✺❚❤❡ ❧✐st ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s tr❛❞❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ P❛r❡t♦ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✜r♠s ✐s ❤✉❣❡✳ Pr♦♠✐♥❡♥t
♣❛♣❡rs ❛r❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❊❛t♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮❀ ❇❛❧❞✇✐♥ ❛♥❞ ◆✐❝♦✉❞ ✭✷✵✵✽✮❀ ❈❤❛♥❡② ✭✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ❍❡❧♣♠❛♥
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮✳

✹



❆t❦❡s♦♥ ❛♥❞ ❇✉rst❡✐♥ ✭✷✵✶✵✮ st✉❞② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝

▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✸✮ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✜r♠s ❝❛♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞❡❝✐❞❡ ♦♥ t❤❡✐r R&D

✐♥t❡♥s✐t②✳ ❖♥❡ ❦❡② r❡s✉❧t ✐s t❤❛t✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss✱ ❤✐❣❤ ♣r♦✲

❞✉❝t✐✈❡ ❡①♣♦rt ✜r♠s ✐♥✈❡st ♠♦r❡ ✐♥ ♣r♦❝❡ss R&D t❤❛♥ ❧♦✇ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ♥♦♥✲❡①♣♦rt ✜r♠s✳

❨❡t✱ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✱ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦❢ ✜r♠s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ♠❡❛✲

s✉r❡s ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛❣❛✐♥ ♦✛s❡t ❜② ✜r♠ ❡①✐t ❛♥❞ ❡♥tr②✳ ❍❡♥❝❡✱

❛❣❣r❡❣❛t❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦♥❧② ❝❤❛♥❣❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡② ❤❛✈❡

t♦ r❡❧② ♦♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❞❡r✐✈❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❤✐❧st t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧

❛♥❛❧②③❡s tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳✻ ❱❛♥♥♦♦r❡♥❜❡r❣❤❡ ✭✷✵✵✾✮ s✉❣❣❡sts ❛ ❢✉rt❤❡r

♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✜r♠s ❝❛♥ ❞❡❝✐❞❡ ♦♥ ❤♦✇ ♠✉❝❤ t♦ ✐♥♥♦✈❛t❡ ❛❢t❡r r❡s♦❧✈✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②

❛❜♦✉t ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ■♥ t❤✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✸✮ ♠♦❞❡❧✱ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❛②

❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❜② ✜r♠s ❡✈❡♥ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡✛❡❝ts✳ ❨❡t✱ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ s❡♣❛r❛t❡❧② ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥t❡♥s✐t②

❛t t❤❡ ✜r♠ ❧❡✈❡❧ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❡✈❡❧ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✳ ❚❤✉s✱

✐t ✐s ❤❛r❞❧② ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♠♣❛❝ts ♦❢ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ s❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

♦r ✇❡❧❢❛r❡✳

❖t❤❡r r❡❧❛t❡❞ ♣❛♣❡rs✱ s✉❝❤ ❛s ❯♥❡❧ ✭✷✵✶✸✮❀ ❇✉st♦s ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ◆❛✈❛s✲❘✉✐③ ❛♥❞ ❉❛✲

✈✐❞❡ ✭✷✵✵✼✮ st✉❞② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛❞❛♣t✐♦♥ ✐♥ ▼❡❧✐t③

✭✷✵✵✸✮ st②❧❡ ♠♦❞❡❧s✳✼ ❚❤❡✐r ❣❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧t ✐s t❤❛t✱ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✭❇✉s✲

t♦s✱ ✷✵✶✶❀ ▲✐❧❡❡✈❛ ❛♥❞ ❚r❡✢❡r✱ ✷✵✶✵✮✱ ♠♦r❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❡①♣♦rt✐♥❣ ✜r♠s ❛❞❛♣t t♦ ❜❡tt❡r

t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s ❧❡ss ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ♥♦♥✲❡①♣♦rt✐♥❣

✜r♠s ❞♦ ♥♦t✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ♦♥❧② ❜② ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐❢ t❤❡

♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛❞❛♣t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✐t ✐s str♦♥❣❡r t❤❛♥ ✐♥ ♦r❞✐♥❛r② ▼❡❧✐t③

✭✷✵✵✸✮ ♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ R&D ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r ❛t ❤❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡

t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛❞❛♣t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ♥❛♠❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ R&D

s♣❡♥❞✐♥❣ r❛✐s❡s ❛ ✜r♠✬s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❛❧✐③✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ ❜✉t t❤❡ ❡①❛❝t

❧❡✈❡❧ r❡♠❛✐♥s ✉♥❞❡✜♥❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛❞❛♣t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ ✜r♠

❦♥♦✇s ❡①❛❝t❧② ❜② ❤♦✇ ♠✉❝❤ ✐ts ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r✲

♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❧♦♥❣ t❡r♠ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ s❤♦rt✴♠❡❞✐✉♠

t❡r♠ ❢♦❝✉s ✐♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛❞❛♣t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✱ ✜r♠s ♠❛② ✉s❡ ❡♥t✐r❡ ♥❡✇

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❤✐❝❤ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❡①❤✐❜✐t ❤✐❣❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ❢r♦♠ ❛

s❤♦rt✴♠❡❞✐✉♠ t❡r♠ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ✜r♠s ♠❛② r❛t❤❡r ✉♣❣r❛❞❡ ❛♥ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✐♥❣ ♣r♦❞✉❝✲

✻❇✉rst❡✐♥ ❛♥❞ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✶✶✮ ✉s❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠♦❞❡❧ t♦ ❆t❦❡s♦♥ ❛♥❞ ❇✉rst❡✐♥ ✭✷✵✶✵✮ ❛♥❞ st✉❞② tr❛♥✲
s✐t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r r❡❧❛t❡❞ ♣❛♣❡r ✐s ❈♦st❛♥t✐♥✐ ❛♥❞ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✼✮✳ ❚❤❡②
❛❧s♦ st✉❞② tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥
❞❡❝✐s✐♦♥✳

✼❊❞❡r✐♥❣t♦♥ ❛♥❞ ▼❝❈❛❧♠❛♥ ✭✷✵✵✽✮ ♦r ❨❡❛♣❧❡ ✭✷✵✵✺✮ ❛❧s♦ st✉❞② ❤♦✇ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛✛❡❝ts
t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛❞❛♣t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧s✱ s❡❝t♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ✜r♠s t❤❛t ❛❞❛♣t t♦
❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② ❛r♦✉♥❞✳

✺



t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

❙❡❡♥ ❢r♦♠ ❛ ✇✐❞❡r ❛♥❣❧❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡❧❛t❡s ❛❧s♦ t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❣r♦✇t❤

❛♥❞ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❆❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ t❤❛t t❤❡②

❢♦❝✉s ♦♥ ❤♦✇ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛✛❡❝ts ✜r♠s✬ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ♦r ❛❞♦♣t✐♦♥ t♦

❛♥ ❡①✐st✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❧❡✈❡❧ ♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜r♠s

t♦ ❛♣♣❧② R&D ❛s ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❣✐✈❡♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧s ❣❡♥❡r❛❧❧②

❛♥❛❧②③❡✱ ❤♦✇ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✬s ✇✐❞❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✳✽

❘❡❝❡♥t❧②✱ s❡✈❡r❛❧ st✉❞✐❡s ✭❯♥❡❧✱ ✷✵✶✵❀ ●✉st❛❢ss♦♥ ❛♥❞ ❙❡❣❡rstr♦♠✱ ✷✵✶✵❀ ❇❛❧❞✇✐♥ ❛♥❞

◆✐❝♦✉❞✱ ✷✵✵✽✮ ❤❛✈❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s tr❛❞❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✸✮

✐♥t♦ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧s à ❧❛ ●r♦ss♠❛♥ ❛♥❞ ❍❡❧♣♠❛♥ ✭✶✾✾✶✮ ♦r ❘♦♠❡r ✭✶✾✾✵✮✳

❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱

t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ ✜r♠s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ❛❧❧

♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ✜r♠ t❛❦❡s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✬s ✇✐❞❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛s ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t

❝♦♥❞✉❝t ❛♥② ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ✐♥✈❡st♠❡♥ts✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ t✇♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧

❜② ✜rst ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ R&D ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡♥tr❛♥t ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡

❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❙❡❝t✐♦♥ t❤r❡❡ ❛♥❛❧②③❡s ❤♦✇ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ R&D

❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤✐s ❛✛❡❝ts t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❡✈❡❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ❢♦✉r ❞✐s❝✉ss❡s s♦♠❡ ♣r♦s ❛♥❞

❝♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ R&D ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❞ ✐ts ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✜✈❡

s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts✳

✷ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣❡♥ ❡❝♦♥♦♠②

s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✸✮ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ ♥♦ ❞②♥❛♠✐❝s✳✾ ❇✉t

t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❋✐rst✱ ❡♥tr❛♥ts ❞r❛✇ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❢r♦♠ ❛♥

❡①♣❧✐❝✐t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❛ P❛r❡t♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝✲

t✐♦♥✱ st❛♥❞❛r❞ ✐♥ ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st

t♦ ♦t❤❡r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥ ❡♥tr❛♥t ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❞r❛✇ ❢r♦♠ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t

P❛r❡t♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s❤❛♣❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❤❛✈❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧✲

❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ✇♦r❞ ❡♥tr❛♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ t❡r♠ ❢♦r ❛ ✜r♠ ❜❡❢♦r❡ ✐t ❤❛s ❞r❛✇♥ ✐ts

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ✇♦r❞ ✜r♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ t❡r♠ ❢♦r ❛ ✜r♠ ❛❢t❡r ✐t ❤❛s ❞r❛✇♥ ✐ts

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✇❛❣❡ r❛t❡ s❡r✈❡s ❛s t❤❡ ♥✉♠ér❛✐r❡ ❛♥❞ ✐s s❡t ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✳

▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✸✮ ❛ss✉♠❡s st❛♥❞❛r❞ ❈❊❙ ❝♦♥s✉♠❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡s ❞♦♠❡st✐❝ ♣r♦✜ts

✽❆ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ tr❛❞❡ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ❣✐✈❡s ❙❡❣❡rstr♦♠ ✭✷✵✶✶✮✳
✾▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✸✮ ❛ss✉♠❡s ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ✜r♠ ❡①✐t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ δ✳ ❚❤✐s ❡①✐t r❛t❡ ✐s ♥♦t ♥❡❡❞❡❞ ❛♥❞

✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ♦♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳

✻



♦❢ ❛ ✜r♠ ✇✐t❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② z ❛s

πd(z) =
R

σ

(

Pz
σ − 1

σ

)σ−1

− fd, ✭✶✮

✇❤❡r❡ R ❞❡♥♦t❡s ❛❣❣r❡❣❛t❡ r❡✈❡♥✉❡✱ P t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①✱ σ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❡❧❛s✲

t✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s✉♠❡❞ ✈❛r✐❡t✐❡s✱ ❛♥❞ fd t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦sts r❡q✉✐r❡❞

t♦ r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ♠❛r❦❡t✳ ❖♥❧② ✜r♠s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞r❛✇

t♦ ❡❛r♥ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r♦✜ts r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛t ✇❤✐❝❤ ❛ ✜r♠

❤❛s s✉✣❝✐❡♥t ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t♦ ❡❛r♥ ❡①❛❝t❧② ③❡r♦ ♣r♦✜ts ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ♠❛r❦❡t ✐s ✐♠✲

♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s πd(zD) = 0✳ ❚❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✈❛❧✉❡ zD ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

❜② s❡tt✐♥❣ ✭✶✮ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ❛s

zD =

(

fdσ

R

) 1
σ−1 σ

(σ − 1)P
. ✭✷✮

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ✜r♠ t❤❛t ❡①♣♦rts ❤❛s t♦ ♣❛② ✜①❡❞ ❝♦sts fx ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ tr❛❞❡ ❝♦sts ♦❢

■❝❡❜❡r❣ t②♣❡ τ ≥ 1 ♣❡r ✉♥✐t s❤✐♣♣❡❞✳ ❚❤❡ ❡①♣♦rt ♣r♦✜ts ♦❢ ❛ ✜r♠ ✇✐t❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② z

❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

πx(z) =
R

σ

(

Pz
σ − 1

τσ

)σ−1

− fx. ✭✸✮

❚❤❡ ❡①♣♦rt ♠❛r❦❡t t❤r❡s❤♦❧❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② zX ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ♠❛r❦❡t

t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s πx(zX) = 0✳ ■ts ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ zD ❜② ✉s✐♥❣

✭✷✮ ❛♥❞ ✭✸✮✿

zX =
zD

φ
, ✭✹✮

✇❤❡r❡ s♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ t♦ φ = 1
τ

(

fd
fx

) 1
σ−1

✱ ✇✐t❤ 0 ≤ φ ≤
(

fd
fx

) 1
σ−1

✳ ❚❤✐s

❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss✱ ✇❤❡r❡ ❛✉t❛r❦② ✇♦✉❧❞ ❜❡

φ = 0 ❛♥❞ ❢r❡❡ tr❛❞❡ τ = 1 → φ =
(

fd
fx

) 1
σ−1

✳ ❆s ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✸✮✱

♦♥❧② t❤❡ ♠♦st ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✜r♠s ❡①♣♦rt✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r t❤✐s ✐s zX > zD✳

❚❤✐s ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❛s s♦♦♥ ❛s fxτ
σ−1 > fd✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦sts ❛♥❞

♠❛r❦❡t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✉♥❦ R&D ❝♦sts✱ ❛❧❧ ✜r♠s t❤❛t ❡①♣♦rt ❛❧s♦ s❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝

♠❛r❦❡t✳

❆♥ ❡♥tr❛♥t ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐✲

✼



❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t♦ ❞r❛✇ ✐ts ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳✶✵ ■ts ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡

fL(z|z ≥ z0) = θL
zθL0
zθL+1

♦r fH(z|z ≥ z0) = θH
zθH0
zθH+1

, ✭✺✮

✇✐t❤ z0 ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞r❛✇✳ ❇♦t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞✐✛❡r ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r θ✱ ✇❤❡r❡ θL > θH ✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t r✐❣❤t✲t❛✐❧s ❛s

✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✶✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡✱
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❘❡t✉r♥s ❢♦r ❛ ❧♦✇ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D ■♥✈❡st♠❡♥ts✳

FH(z)✱ ❤❛③❛r❞ r❛t❡ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t❡s ✭HRSD✮ t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ FL(z)✳

■❢ ♦♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ HRSD ❛♥♦t❤❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❞r❛✇ ❛

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛❜♦✈❡ ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❝✉t✲♦✛ ❧❡✈❡❧ ✐s ❤✐❣❤❡r ❢♦r t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛♥

❢♦r t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ s✉r✈✐✈❛❧ ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② ✐❢ ②♦✉ ❞r❛✇ ❢r♦♠

t❤❡ ❜❡tt❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ HRSD ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥ FH(z) HRSD ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ FL(z)✱ ✐❢ ❢♦r ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

❞r❛✇ z

fH(z)

1− FH(z)
≤

fL(z)

1− FL(z)
✭✻✮

✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳✶✶ ■♥st❡❛❞ ♦❢✱ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✜rst ♦r❞❡r st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t❡s ✭FOSD✮ ❛♥✲

♦t❤❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐❢ FL(z) > FH(z) ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ z ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ HRSD

✐♠♣❧✐❡s FOSD ❜✉t ♥♦t t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② ❛r♦✉♥❞ ✭❢♦r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡

✶✵❚❤✐s ✐s ♦♥❧② ❢♦r ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ♣✉r♣♦s❡s✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡
✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ R&D ❝❤♦✐❝❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❛♥ ❡♥tr❛♥t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❝❧♦s❡r
t♦ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳

✶✶❆s ❧❛t❡r ♦♥ ❞✐s❝✉ss❡❞✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡q✉✐r❡s HRSD✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ✐s
❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①

✽



❙❤❛❦❡❞ ❛♥❞ ❙❤❛♥t❤✐❦✉♠❛r ✭✷✵✵✼✮✮✳

❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② z ≥ z0✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❞r❛✇ ❛t ❧❡❛st z ✐s

❤✐❣❤❡r ✉♥❞❡r fH(z) t❤❛♥ ✉♥❞❡r fL(z)✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦❞✉❝✲

t✐✈✐t② ❞r❛✇s ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ s❝❛tt❡r❡❞ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✳

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐❢ ❛♥ ❡♥tr❛♥t ✐s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ✐♥✈❡st ♠♦r❡ ✐♥ R&D✱ ❜② ♣❛②✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❡r

s✉♥❦ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❝♦st FH > FL✱ ✐t ❞r❛✇s ❢r♦♠ t❤❡ ✏❜❡tt❡r✑ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❛✐♥s ❛

❤✐❣❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞r❛✇✳ ❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ■ r❡❢❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❛♥ ❡♥tr❛♥t

❞r❛✇s ❢r♦♠ t❤❡ θH✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❛ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ R&D ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ✐t ❞r❛✇s

❢r♦♠ t❤❡ θL✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❛ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ R&D✳

▼♦❞❡❧✐♥❣ R&D ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② ❝❛♣t✉r❡s s♦♠❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥

t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ R&D ❤❛s ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❇✉t ✐❢ ♠♦r❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ s♣❡♥t t♦

R&D✱ ✐t ✇✐❧❧ ❧✐❦❡❧② ❧❡❛❞ t♦ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ✭❈♦❤❡♥✱ ✷✵✶✵✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐✲

❞❡♥❝❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t ✐♥ ❛ ❧♦♥❣ t❡r♠ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ r❡t✉r♥s t♦ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛r❡

❤✐❣❤❧② s❦❡✇❡❞ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❛ P❛r❡t♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭▲❡✐t♥❡r ❛♥❞ ❙t❡❤r❡r✱

✷✵✶✶❀ ❈♦❛❞ ❛♥❞ ❘❛♦✱ ✷✵✵✽❀ ❊❜❡rs❜❡r❣❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❙❝❤❡r❡r ❛♥❞ ❍❛r❤♦✛✱ ✷✵✵✵✮✳ ❋✉r✲

t❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ❤✐❣❤❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ R&D ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s s❡❡♠ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r✐❣❤t✲s❦❡✇♥❡ss

♦❢ s✉❝❤ r❡t✉r♥s ✭▼❛rs✐❧✐✱ ✷✵✵✺❀ ▼❛rs✐❧✐ ❛♥❞ ❙❛❧t❡r✱ ✷✵✵✺✮✳

❆ ♠✐❝r♦✲❢♦✉♥❞❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❞②✲

♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❛ ✜r♠✬s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♣♦♥ r❡q✉❡st ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✐❢ ❡❛❝❤

✜r♠✬s ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❝❤❛♥❣❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❇r♦✇♥✐❛♥ ▼♦t✐♦♥✳ ❆ ✜r♠✬s ❧♦♥❣

t❡r♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ P❛r❡t♦ ❞✐str✐❜✉t❡❞✳✶✷ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠✲

❡t❡r ♦❢ t❤❡ P❛r❡t♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥

♠♦t✐♦♥✳ ❆ ❤✐❣❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛ P❛r❡t♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r

s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■❢ ♥♦✇ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ R&D ✐♥✲

✈❡st♠❡♥ts✱ s✉❝❤ ❛♥ R&D ❝❤♦✐❝❡ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ t♦ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ❛s ✐♥

t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ R&D ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② t❤✐s

❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❡♥tr❛♥ts ❞r❛✇✐♥❣ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧②

❣✐✈❡♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

❆♥ ❡♥tr❛♥t s❡❡❦s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ✜r♠ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ R&D ❝❤♦✐❝❡✿

V (zD, φ) = max{Vi(zD, φ)}, ✭✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t i ∈ {L,H} ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡

❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡✱ s✉♠♠❛r✐③❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ③❡r♦ ♣r♦✜t ❝✉t✲♦✛ zD✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡

❞❡❣r❡❡ ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss φ✳ ❚❤✐s ♠❛①✲❛r❣✉♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞

t❤❡ R&D ❝❤♦✐❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✜r♠ ✈❛❧✉❡ ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ❞r❛✇ ✐s ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s

✶✷■♠♣✉❧❧✐tt✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ❝♦♥s✐❞❡r ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❝❤❛♥❣❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ✐♥
❛ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✸✮ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧ ✜r♠s ❝❛♥♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❞r✐❢t ♦❢ t❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥
♠♦t✐♦♥✳

✾



❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ❢r♦♠ ❞♦♠❡st✐❝ ❛♥❞ ❡①♣♦rt s❛❧❡s ♠✐♥✉s t❤❡ s✉♥❦ ✐♥✈❡st✲

♠❡♥t ❝♦sts✿ Vi(zD) = πi(zD, φ)− Fi, ✇✐t❤ i = L,H✳

■❢ ❛♥ ❡♥tr❛♥t ✜♥❞s ✐t ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ t❤❡ θi✲R&D✱ ✐t ✇✐❧❧ ❡♥t❡r ✐♥t♦ t❤❡ ❞♦✲

♠❡st✐❝ ♠❛r❦❡t ✐❢ ✐t ❤❛s ❞r❛✇♥ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ zD✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s

P (z > zD) =
(

z0
zD

)θi
✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛♥ ❡♥tr❛♥t✬s ♦✉t♣✉t✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞♦♠❡st✐❝ ♠❛r❦❡t

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s

z̃i =

(

∫

∞

zD

zσ−1 θiz
θL
D

zθi+1
dz

)1/(σ−1)

→ B
1

σ−1

i zD, ✭✽✮

✇✐t❤ Bi =
θi

θi−σ+1
> 1✳✶✸ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ✜r♠ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞r❛✇ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ zX

✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❡①♣♦rt ✐ts ♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤✐s ✐s P (z > zX) =
(

z0
zX

)θL
✳ ❚❤❡

♦✉t♣✉t✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡①♣♦rt ♠❛r❦❡t ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s

z̃Xi =

(

∫

∞

zX

zσ−1 θiz
θi
X

zθi+1
dz

)1/(σ−1)

→ B
1

σ−1

i zX . ✭✾✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ♠❛r❦❡t ❝✉t✲♦✛ ✭✷✮ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞♦♠❡st✐❝ ♠❛r❦❡t ♣r♦✜ts ❡q✉❛t✐♦♥

✭✭✶✮ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✽✮✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡①♣♦rt ♠❛r❦❡t ❝✉t✲♦✛ ✭✹✮ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡①♣♦rt✲

♠❛r❦❡t ♣r♦✜ts ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✭✸✮ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✾✮✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜♦t❤ ✇✐t❤ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❡♥tr②✱ t♦t❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ♦❢ ❛♥ ❡♥tr❛♥t ❝❛♥

❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

πi(zD, φ) = (Bi − 1)(fd + fxφ
θi)

(

z0

zD

)θi

. ✭✶✵✮

✷✳✶ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡

❆♥ ❡♥tr❛♥t ❞❡❝✐❞❡s t♦ ❡♥t❡r ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐s ❧❛r❣❡r ♦r

❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡

❢r❡❡ ❡♥tr② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❜② ✉s✐♥❣ ✭✼✮ ❛♥❞ ✭✶✵✮ ❛s

max{Vi(zD, φ) = (Bi − 1)(fd + fxφ
θi)z−θi

D − Fi} = 0. ✭✶✶✮

■t ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ zD✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r✲

❛❧✐t②✱ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② z0 ✐s s❡t t♦ z0 = 1✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ zD

❤❛s t♦ ❜❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡✳ ❚❤✐s ❜♦✉♥❞s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s t♦ (Bi − 1)(fd + fxφ
θi) ≥ Fi✳

❖t❤❡r✇✐s❡ ♥♦ ❡♥tr② ✇♦✉❧❞ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❛t ❛❧❧✳ ■❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥t

♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ③❡r♦✱ ♠♦r❡ ❡♥tr② t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳ ❚❤✐s ❧♦✇❡rs ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ❢♦r

✶✸❚❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ✜r♠s t❤❛t r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❡q✉❛❧s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛❧❧

♣♦ss✐❜❧❡ ❞r❛✇s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❞r❛✇s✿ f(z|z ≥ zD) = f(z)
P (z≥zD) =

θiz
θi

0

zθi+1

(

zD
z0

)θi
✳

✶✵



❡❛❝❤ R&D ❝❤♦✐❝❡ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② zD✿
✶✹

∂Vi(zD, φ)

∂zD
= −θi(Bi − 1)(fd + fxφ

θi)z−θi−1
D < 0, ✭✶✷✮

✉♥t✐❧ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦✉t ♦❢ t❤❡ t✇♦ R&D ❝❤♦✐❝❡s ✐s ③❡r♦✳ ■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❡

❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ❡♥tr❛♥t ❢♦r ❡❛❝❤ R&D ❝❤♦✐❝❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ③❡r♦✳ ❋✐❣✉r❡

✷ ❡①❡♠♣❧✐❢② t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❤♦♠❡ ✜r♠ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢

t❤❡ ❤♦♠❡ ♠❛r❦❡t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② zD✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ✇♦✉❧❞ ❜❡ zSD✱

t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ♦❢ ❜♦t❤ ❦✐♥❞s ♦❢ R&D ❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ③❡r♦✳ ❚❤✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♥

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ▼♦r❡ ❡♥tr② t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳ ❚❤✐s ❧❡t t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡ ❛♥❞

t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ❞❡❝❧✐♥❡ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♣♦✐♥t zHD ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ♦❢ ❛

❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐s ❛t t❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ③❡r♦✳ ❇✉t ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥ ❛

❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D st✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜t✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢✉rt❤❡r ❡♥tr② ♦❢ ✜r♠s

t❤❛t ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st❡❞ ✐♥ ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s

❛t zLD✳ ❆t t❤✐s ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♥♦ ❢✉rt❤❡r ❡♥tr② t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥✈❡st♠❡♥ts

✐♥ ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D ❧❡❛❞s t♦ ③❡r♦ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢

R&D t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤♦✉t ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✜r♠ ❧❡✈❡❧ R&D✱

t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥tr② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♥♦✇ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ R&D ✐♥✲

✈❡st♠❡♥ts✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ❤♦✇ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ zD ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ❆ s✐♥❣❧❡ ❡♥tr❛♥t ✐s

✶✹❚❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❞❡❜❛t❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡✛❡❝t ✇♦r❦s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t
❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♦r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♠❛r❦❡t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳ P♦t✐♥ ✭✷✵✵✾✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t
zD ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❜♦t❤ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② zD✳ ❍❡♥❝❡✱ ♦♥❧② t❤✐s
✈❛❧✉❡ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ✇❤❡♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❤♦✇ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts
♦❢ ❛♥ ❡♥tr❛♥t✳

✶✶



❛t♦♠✐st✐❝❛❧❧② s♠❛❧❧ ❛♥❞ t❛❦❡s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❡✈❡❧ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② zD ❛s ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡

R&D ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ✜r♠s t♦❣❡t❤❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤❡ R&D ❝❤♦✐❝❡

♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡♥tr❛♥t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❡✈❡❧✳ ❆ t✇♦✲✇❛② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢

t❤✐s ❦✐♥❞ ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❢r❡❡ ❡♥tr② ❛♥❞ R&D✱

❛s ✉s❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ♣r♦♠✐♥❡♥t ✇♦r❦s ❜② ❙✉tt♦♥ ✭✶✾✾✻✮ ♦r ❉❛s❣✉♣t❛ ❛♥❞ ❙t✐❣❧✐t③

✭✶✾✽✵✮✳

■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ zD ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst

st❡♣✱ zD ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ R&D ❝❤♦✐❝❡s✿ ♦♥❡ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❡♥tr❛♥ts ❞r❛✇ ❢r♦♠

θL❀ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❡♥tr❛♥ts ❞r❛✇ ❢r♦♠ θH ❀ ❛♥❞ ❛ t❤✐r❞ ♦♥❡✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥

♦❢ ❡♥tr❛♥ts ❞r❛✇ ❢r♦♠ θH ❛♥❞ t❤❡ r❡st ❢r♦♠ θL✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ t❤❡ R&D ❝❤♦✐❝❡ ♦❢

❛ s✐♥❣❧❡ ❡♥tr❛♥t ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ✐♥ ❞❡♣❡♥✲

❞❡♥❝② ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ ❡♥tr❛♥ts ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞r❛✇✱

❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♠❡s ❛❜♦✉t ✐❢ ❛♥ ❡♥tr❛♥t ❞♦❡s ♥♦t ✜♥❞ ✐t ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ ✐ts

R&D ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡

R&D ❝❤♦✐❝❡✳

■❢ ❛❧❧ ✜r♠s ✇❡r❡ t♦ ❞r❛✇ ❢r♦♠ t❤❡ θL✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝✉t✲♦✛ ✈❛❧✉❡ ✇♦✉❧❞

❜❡ zD = zLD✳ ■❢✱ ✐♥st❡❛❞✱ ❛❧❧ ✜r♠s ✇❡r❡ t♦ ❞r❛✇ ❢r♦♠ t❤❡ θH✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐ts ✈❛❧✉❡ ✇♦✉❧❞

❜❡ zD = zHD ✳ ■♥ ❜♦t❤ ♣✉r❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❝✉t✲♦✛ ✈❛❧✉❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥tr② ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥ ✭✶✶✮✱ ❣✐✈❡♥ ❛s

ziD =

(

(Bi − 1)(fd + fxφ
θi)

Fi

)
1
θi

. ✭✶✸✮

■❢✱ ✐♥st❡❛❞✱ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ 0 < λ < 1 ♦❢ ✜r♠s ❤❛✈❡ ❞r❛✇♥ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❢r♦♠ t❤❡

θL✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ (1−λ) ♦❢ ✜r♠s ❢r♦♠ t❤❡ θH✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❝✉t✲♦✛ ✈❛❧✉❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡

zD = zmix
D ✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝✉t✲♦✛ ✈❛❧✉❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

♦❢ ❡❛❝❤ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ✭✶✶✮ ❛s

(1− λ)(BL(fd + fxφ
θL)(zmix

D )−θL − FL) + λ(BH(fd + fxφ
θH )(zmix

D )−θH − FH) = 0.

✭✶✹✮

❙✐♥❝❡ zmix
D ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ zLD ❛♥❞ zHD ✱ ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❧♦✇❡r ✭❤✐❣❤❡r✮ t❤❛♥

t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✭❧♦✇❡st✮ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝✉t✲♦✛ ✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐❢ ❛❧❧ ✜r♠s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❞r❛✇♥

❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ θL ♦r θH ✿

min{ziD; z
j
D} < zmix

D < max{ziD; z
j
D}, ✭✶✺✮

✶✷



❛s ❧♦♥❣ ❛s ziD 6= z
j
D ✇✐t❤ i, j ∈ {L,H} ❛♥❞ i 6= j✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠✐①❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①✐sts ♦♥❧②✱

✐❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡♥tr❛♥t ✜♥❞s ✐t ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ♠✐①❡❞ ❝❤♦✐❝❡✿

(1− λ)VL(z
mix
D , φ) + λVH(z

mix
D ) ≥ max{VL(z

mix
D , φ), VH(z

mix
D , φ)}. ✭✶✻✮

❇✉t t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ max✲❛r❣✉♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■t

❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ t❤❛t t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱

✐❢ VL(z
mix
D , φ) = VH(z

mix
D , φ)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♥♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①✐sts✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛♥

❡♥tr❛♥t ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ♠✐①❡❞ ❝❤♦✐❝❡✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ♥♦ ♠✐①❡❞

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①✐sts✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣✉r❡ R&D ❝❤♦✐❝❡s✱ ❡✐t❤❡r θL ✇✐t❤ λ = 0

♦r θH ✇✐t❤ λ = 1✱ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ♠✐①❡❞ ❝❤♦✐❝❡✳ ❲❤✐❝❤ ♣✉r❡ ❝❤♦✐❝❡ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❛♥❞

❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡

❛♥❛❧②③❡❞ ♥❡①t✳

✷✳✷ ❚r❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ R&D ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❡♥tr❛♥ts

❆s ✐♥ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✸✮ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♥♦ ❞②♥❛♠✐❝ ❛❞❥✉st♠❡♥ts✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

r❡s✉❧ts ❛r❡ s❡❡♥ ❛s ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss ❧❡✈❡❧s✳ ❋✐❣✉r❡

✸ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ■t s❤♦✇s ❡❛❝❤

R&D ❝❤♦✐❝❡ ✭✼✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss φ✳ ❚r❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞

❛s ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ tr❛❞❡ ❝♦sts τ ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❧❛r❣❡r φ ✭s❡❡ ✭✹✮✮✳ ❚❤❡

✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t ❡♥tr❛♥ts ♣r❡❢❡r ❧♦✇ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛t ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss✳

❇✉t ❛s s♦♦♥ ❛s tr❛❞❡ ❜❡❝♦♠❡s ❧✐❜❡r❛❧✐③❡❞ ❜❡②♦♥❞ φ∗✱ ❡♥tr❛♥ts ✜♥❞ ✐t ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ♠❛❦❡

❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦❧❧♦✇s ♥♦✇✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡

t❤❛t ❛❧❧ ♦t❤❡r ❡♥tr❛♥ts ❞r❛✇ ❢r♦♠ t❤❡ θL✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

✈❛❧✉❡ ✐s zLD ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✮✮✳ ❚❤❡ R&D ❝❤♦✐❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡♥tr❛♥t ✭✼✮ ✐s ✐♥ t❤✐s

❝❛s❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

V (zLD, φ) = max

{

0; (BH − 1)(fd + fxφ
θH )

(

FL

(BL − 1)(fd + fxφθL)

)

θH

θL

− FH

}

. ✭✶✼✮

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ zD ❝✉t✲♦✛ ✈❛❧✉❡ ✭✶✸✮✱ ✇✐t❤ i = L✱ ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥tr❛♥t✬s ♣r♦✜t

❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✶✵✮ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ❛r❣✉♠❡♥t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✜r♠

✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❛♥ ❡♥tr❛♥t ❞❡❝✐❞❡s t♦ ❞r❛✇ ❢r♦♠ t❤❡ θL✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■ts ✈❛❧✉❡

✐s ③❡r♦ ❞✉❡ t♦ ❢r❡❡ ❡♥tr② ❢♦r ❛♥② ❧❡✈❡❧ ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss ❛s ❧♦♥❣ ❛s ❛❧❧ ♦t❤❡r ❡♥tr❛♥ts

❞r❛✇ ❛❧s♦ ❢r♦♠ t❤❡ θL✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ❛♥ ❡♥tr❛♥t ❞❡✈✐❛t❡s ❛♥❞ ✐♥✈❡st ♠♦r❡ ✐♥

R&D ❛♥❞ ❞r❛✇s ✐ts ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦✉t ♦❢ t❤❡ θH✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ✇✐❧❧ ❜❡

t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✮✱ VH(z
L
D, φ)✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡ R&D

✶✸
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❘✫❉ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss φ✳

❝❤♦✐❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s tr❛❞❡ ✐s ❧✐❜❡r❛❧✐③❡❞✿

∂VH(z
L
D, φ)

∂φ
=

θH

(

FL

(BL−1)

)

θH

θL (BHfdfx − fdfx)(φ
θH−1 − φθL−1)

(fd + fxφθL)
θH+θL

θH

> 0. ✭✶✽✮

❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ BH > 1✱ θH < θL ❛s ✇❡❧❧ ❛s 0 < φ < 1 ❛♥❞ t❤✉s

φθH > φθL ✳ ❚❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D ❛♥❞ ❞r❛✇ ❢r♦♠ t❤❡ θH✲

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■❢ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ♦♣❡♥✱ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ r✐s❡ ✐♥ ❜♦t❤

♠❛r❦❡ts ❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ ❧♦✇❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ✭✶✷✮❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❡①♣❡❝t❡❞

❡①♣♦rt ♣r♦✜ts ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡✳✶✺ ■❢ ❡♥tr❛♥ts ✇❡r❡ t♦ ❤❛✈❡ ♥♦ R&D ❝❤♦✐❝❡✱ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞

❜❡ ❛♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❡♥tr❛♥ts ✉♥t✐❧ ❜♦t❤ ❡✛❡❝ts ✇♦✉❧❞ ❝❛♥❝❡❧ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r

♦✉t✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s ♠♦❞❡❧s ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✸✮ ❛♥❞ ▼❡❧✐t③ ❛♥❞ ❖tt❛✈✐❛♥♦ ✭✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡ ❡♥tr❛♥t ✈❛❧✉❡ ✭✶✶✮

✇♦✉❧❞ r❡♠❛✐♥ ③❡r♦ ♦✇✐♥❣ t♦ ❢r❡❡ ❡♥tr② ❛t ❛♥② ❧❡✈❡❧ ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥

❢r♦♠ ✭✶✽✮ ❜② s❡tt✐♥❣ θL = θH ✿
∂VH(zL

D
,φ)

∂φ
= 0✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✐❣❤ t♦ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s ♦❢ R&D

✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ tr❛❞❡ ❝♦sts✳ ❉✉❡ t♦ ✭✶✽✮✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

❧❡✈❡❧ ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss ❛t ✇❤✐❝❤ VH(z
L
D, φ) = 0 ✐❢ t❤❡ s✉♥❦ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❝♦st FH ✐s ♥♦t t♦♦

✶✺❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✵✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss ✐s ∂Vi(zD,φ)
∂φ

= θi(Bi − 1)fxφ
θi−1z−θi

D > 0
✇❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

✶✹



❤✐❣❤✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛♥ ❡♥tr❛♥t ❝❛♥ r❛✐s❡ ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦✜ts ❛❜♦✈❡ ③❡r♦ ❜② ✐♥✈❡st✐♥❣

✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡✛❡❝ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇♦r❦❡❞ ♦✉t✱

♦♥❝❡ tr❛❞❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❧✐❜❡r❛❧✐③❡❞ ❜❡②♦♥❞ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧❡✈❡❧ ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss✳ ❙♣♦❦❡♥

❞✐✛❡r❡♥t❧②✱ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥tr② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❢♦r ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥ ❛ ❤✐❣❤

❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐s t♦♦ ✇❡❛❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r

♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥tr❛♥ts ❢r♦♠ ✐♥✈❡st✐♥❣ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D ❛♥❞ tr② t♦ ❣❡t ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳

❖t❤❡r ❡♥tr❛♥ts ✇✐❧❧ ❛❧s♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥

✐♥t❡♥s✐t② ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✮✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts

❢♦r ❜♦t❤ ❦✐♥❞s ♦❢ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts✱ ✉♥t✐❧ ❞r❛✇✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ θH✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦

③❡r♦ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts✱ VH(zD, φ)− FH = 0✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ♥♦✇

t♦♦ str♦♥❣ t♦ ❤❛✈❡ ③❡r♦ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ❜② ✐♥✈❡st✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D✱ zD > zLD

→ VL(zD, φ)− FL < 0✳

❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ♥♦✇ t❤❛t ❛❧❧ ♦t❤❡r ❡♥tr❛♥ts ❞r❛✇ ❢r♦♠ t❤❡ θH✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡

t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ ✐s zHD ✭s❡❡ ✭✶✸✮✮✳ ❚❤❡ R&D ❝❤♦✐❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡♥tr❛♥t

✭✼✮ ✐s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡

V (zHD , φ) = max

{

0; (BL − 1)(fd + fxφ
θL)

(

FH

(BH − 1)(fd + fxφθH )

)

θL

θH

− FL

}

. ✭✶✾✮

❍❡r❡✱ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ✜r♠ ♣r♦✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✶✵✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝✉t✲♦✛ ✈❛❧✉❡

✭✶✸✮ ✇✐t❤ i = H ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ ✭✼✮✳ ❚❤❡ ✜rst ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ③❡r♦ ❞✉❡ t♦ ❢r❡❡ ❡♥tr②

❛s ❧♦♥❣ ❛s ❛❧❧ ♦t❤❡r ❡♥tr❛♥ts ❞r❛✇ ❛❧s♦ ❢r♦♠ t❤❡ θH✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ❡♥tr❛♥t ✇✐❧❧

❞❡✈✐❛t❡ ❛♥❞ ❞r❛✇ ❢r♦♠ t❤❡ θL✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ θH✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡

s❡❝♦♥❞ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ③❡r♦✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❞❡♣❡♥❞s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡

❞❡❣r❡❡ ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss✿

∂VL(z
H
D , φ)

∂φ
= −

θL

(

FH

(BH−1)

)

θL

θH (BLfdfx − fdfx)(φ
θH−1 − φθL−1)

(fd + fxφθH )
θL+θH

θL

< 0. ✭✷✵✮

❚❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐♥✉s✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✐❣❤

t♦ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s ♦❢ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s tr❛❞❡ ❜❡❝♦♠❡s ❧✐❜❡r❛❧✐③❡❞✳ ❚❤✐s ❛ttr❛❝ts

♠♦r❡ ❡♥tr❛♥ts ❛s ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ ❡♥tr❛♥ts ✐♥✈❡st ✐♥ ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D✳ ❍❡♥❝❡✱

t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦r❡ ✐❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥tr② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②

❡♥tr❛♥ts ✐♥✈❡st✐♥❣ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D t❤❛♥ ❜② ❡♥tr❛♥ts ✐♥✈❡st✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢

R&D✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t ♦❢ ❧♦✇❡r tr❛❞❡ ❝♦sts ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡

♦❢ ❛♥ ❡♥tr❛♥t t❤❛t ❞❡❝✐❞❡s t♦ ✐♥✈❡st ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦✛s❡t ❜② t❤❡

✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳

◆♦✇✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ R&D ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❡♥tr❛♥ts✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥✲

❝❡♥t✐✈❡ t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D ✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✭✶✽✮ ❛♥❞✱ t❤❡ ✐♥❝❡♥✲

t✐✈❡ t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D ❞❡❝❧✐♥❡s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✭✷✵✮ ❛s tr❛❞❡ ❜❡❝♦♠❡s

✶✺



♠♦r❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❡❞✱ ♠❛①✐♠❛❧ ♦♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ φ = 0 ❛♥❞ φ = 1 ❡①✐sts ❛t

✇❤✐❝❤ VL(z
H
D , φ) ❛♥❞ VH(z

L
D, φ) ❛r❡ ❡q✉❛❧✳ ❆♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❡①✐sts✱ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

(fd+fxφ
θL)
(

FH

(BH−1)(fd+fxφθH )

)

θL

θH < FL

BL−1
< fd

(

FH

(BH−1)fd

)

θL

θH ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ✐s

❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳ ■t st❛t❡s t❤❛t ❡♥tr❛♥ts ✜♥❞

✐t ♦♣t✐♠❛❧ ✉♥❞❡r ❛✉t❛r❦② t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❢r♦♠ ❛ ❝❡rt❛✐♥

❞❡❣r❡❡ ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss ♦♥ t❤❡② ✜♥❞ ✐t ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D✳ ■♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤✐s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❞❡✜♥❡❞ ❛s φ∗ ❡①✐sts✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥

t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① t❤❛t ❛t t❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ zD ❤❛s

t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ❛❧❧ ✜r♠s ✇♦✉❧❞ ❞r❛✇ ❢r♦♠ t❤❡ θH✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦r t❤❡ θL✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ z
H
D = zLD = zmix

D ❛t φ∗ ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡ zmix
D

✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♣✉r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡s ✭s❡❡ ✭✶✹✮✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛t φ∗ ❛♥

❡♥tr❛♥t ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❞r❛✇✐♥❣ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡

VH(z
i
D, φ = φ∗) = VL(z

i
D, φ = φ∗). ✭✷✶✮

❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❛t φ∗ ♥♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①✐sts✳✶✻

❋♦r ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✱ φ < φ∗✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ st❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❛ ❧♦✇

❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥t✳ ❖✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡r✐✈❡❞ r❡s✉❧t t❤❛t ❛♥ ❡♥tr❛♥t

♠❛❦❡s ♥♦ ♠✐①❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s φ 6= φ∗✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢

❛♥ ❡♥tr❛♥t ❛t ❡❛❝❤ ♣✉r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✭✶✽✮

❛♥❞ ✭✷✵✮✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✷✶✮ t❤❛t VL(z
H
D , φ < φ∗) > VH(z

H
D , φ < φ∗) = 0 ❛♥❞

VL(z
L
D, φ < φ∗) = 0 > VH(z

L
D, φ < φ∗)✳ ❆ r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥tr❛♥t ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡✈❡r ✐♥✲

✈❡st ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D ❛♥❞ ❞r❛✇ ❢r♦♠ t❤❡ θH✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡

✐s str✐❝t❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ ❡♥tr❛♥ts ❛r❡

s✐♠✐❧❛r ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞r❛✇✱ t❤❡② ✇✐❧❧ ❛❧❧ ❜❡❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡

θL✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ ❛s zLD✳

■❢✱ ✐♥st❡❛❞✱ tr❛❞❡ ✐s ❧✐❜❡r❛❧✐③❡❞ ❜❡②♦♥❞ φ∗✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✶✽✮✱ ✭✷✵✮ ❛♥❞ ✭✷✶✮ t❤❛t

VL(z
H
D , φ > φ∗) < VH(z

H
D , φ > φ∗) = 0 ❛♥❞ VL(z

L
D, φ > φ∗) = 0 < VH(z

L
D, φ > φ∗)✳

❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❛❧❧ ♦♣❡♥♥❡ss ❧❡✈❡❧s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ φ∗ ❛♥ ❡♥tr❛♥t ✜♥❞s ✐t ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ✐♥✈❡st ✐♥

❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D ❛♥❞ ❞r❛✇ ❢r♦♠ t❤❡ θH✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ str✐❝t❧②

❞♦♠✐♥❛t❡s ❛♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D✳✶✼ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥t ✇✐t❤ zHD ❛s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡✳

✶✻◆♦ ♣✉r❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ♥♦ ♠✐①❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥tr❛♥ts✬ ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ s♣❧✐t ❜❡t✇❡❡♥ θL
❛♥❞ θH ✱ ❡①✐st✳

✶✼❚❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t st✐❧❧ ❤♦❧❞s ✐❢ tr❛❞❡ ❜❡❝♦♠❡s ❧✐❜❡r❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ✐♥❝✉♠❜❡♥t ✜r♠s ❛r❡ ❡①♣♦s❡❞ t♦ ❛♥
❡①♦❣❡♥♦✉s ❡①✐t r❛t❡ δ ❛s ✐♥ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✸✮✳ ❆s s♦♦♥ ❛s tr❛❞❡ ✐s ❧✐❜❡r❛❧✐③❡❞ ❜❡②♦♥❞ φ∗✱ ❛♥ ❡♥tr❛♥t ✜♥❞s ✐t
♦♣t✐♠❛❧ t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s zD✳ ■♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱
❛❧❧ ✐♥❝✉♠❜❡♥t ✜r♠s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st❡❞ ✐♥ ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ✜r♠s ❛r❡ ❤✐t ❜② t❤❡
s❤♦❝❦ δ✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❡♥tr❛♥ts ✇✐❧❧ ❛❧❧ ✐♥✈❡st ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s
st❡♣ ❜② st❡♣ ❢r♦♠ zLD t♦ zHD ✭s❡❡ ✭✶✺✮✮ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ ✐♥❝✉♠❜❡♥t ✜r♠s t❤❛t ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st❡❞ ✐♥ ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢
R&D ❤❛✈❡ ❡①✐t❡❞ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳

✶✻



❚♦ ❣❛✐♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥✈❡st♦rs t❤❛t ✜♥❛♥❝❡ ❡♥tr❛♥ts✳ ❊❛❝❤ ✐♥✲

✈❡st♦r ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ❢✉♥❞s t♦ ✜♥❛♥❝❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥tr❛♥ts✳ ❋✉r✲

t❤❡r♠♦r❡✱ ❡❛❝❤ ❡♥tr❛♥t ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❢r♦♠ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♣♦♦❧ ♦❢ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♣r♦❥❡❝ts

♦❢ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞

❢✉❧❧ ❡♥❢♦r❝❡❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥tr❛❝ts✱ ❛ ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✐♥✈❡st♦r ✇✐❧❧ ✜♥❛♥❝❡ ♦♥❧② ♣r♦❥❡❝ts

✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡①♣❡❝t❡❞ r❡t✉r♥✿ max{Vi(zD,φ)−Fi

Fi

} ✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t max{πi(zD,φ)
Fi

}✮✳ ❚❤✐s

❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❚♦❜✐♥✬s ❢❛♠♦✉s q✱ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠❛r❦❡t ✈❛❧✉❡ t♦ r❡✲

♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦st ✭❚♦❜✐♥✱ ✶✾✻✾✮✳ ❈♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✐t t❡♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦

✉♥✐t② ❜② ❢r❡❡ ❡♥tr② ✭s❡❡ ✭✶✶✮✮✳✶✽ ■♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D ❧❡❛❞s ❢♦r ❛♥②

❧❡✈❡❧ ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞r❛✇ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞

♠❛r❦❡t ✈❛❧✉❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❧♦✇ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ ❛♥ ❡♥tr❛♥t ❤❛s t♦ ❞❡❝✐❞❡

♦♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✇✐t❤♦✉t t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❝♦sts ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ s❤❡

✇♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ✐♥✈❡st ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D✳ ❇✉t ❛s ❧♦♥❣ ❛s ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ♠❛r❦❡t

✐s ❤✐❣❤❧② ❧✐♠✐t❡❞✱ ❛♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D ✐s ♥♦t ♣r♦✜t❛❜❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡

✐♥✈❡st♠❡♥t ❝♦sts ❛r❡ t♦♦ ❤✐❣❤ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s❛❧❡s ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱

❛♥ ✐♥✈❡st♦r ✇✐❧❧ ❢♦r ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s ♦❢ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥❧② ✜♥❛♥❝❡ ❡♥tr❛♥ts t❤❛t ❞❡❝✐❞❡

t♦ ❝❛rr② ♦✉t θL✲♣r♦❥❡❝ts ❛♥❞ ❢♦r ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s ♦❢ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥❧② ✜♥❛♥❝❡ ❡♥tr❛♥ts

t❤❛t ✐♥♥♦✈❛t❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ❝❛rr② ♦✉t θH✲♣r♦❥❡❝ts✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s

t❤❡ ♠❛r❦❡t str✉❝t✉r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧②✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦♥ ❡❛❝❤ ❡♥tr❛♥t t♦

❝♦♥❞✉❝t ♠♦r❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❢✉♥❞❡❞ ❜② ✐♥✈❡st♦rs✳

✷✳✸ ❚r❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

■♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✇❤❛t ✐♠♣❛❝ts t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥

R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts ♦♥ ✜r♠ ❧❡✈❡❧ ❤❛s ♦♥ t❤❡ s❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ s❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

✐s ❛t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧❡✈❡❧ ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss s✐♠✐❧❛r t♦ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✸✮ ❢♦r P❛r❡t♦✲❞✐str✐❜✉t❡❞

✜r♠s✿

z̃i =

(

1

1 + piX
(z̃iD

σ−1 + piX(τ
−1z̃iX)

σ−1)

) 1
σ−1

, ✭✷✷✮

✇✐t❤ piX ❛s t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❡①♣♦rt ✜r♠s t♦ ❛❧❧ ✜r♠s✳ ❚❤❡ s❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞

❛✈❡r❛❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❞♦♠❡st✐❝ s❛❧❡s✱ z̃iD✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦✲

❞✉❝t✐✈✐t② ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❡①♣♦rts✱ z̃iX ✱ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t s❤r✐♥❦❛❣❡ τ

t❤❛t r❡✢❡❝ts tr❛❞❡ ❝♦sts✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P❛r❡t♦ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t✐❡s✱ t❤❡ s❡❝t♦r

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❜② ✉s✐♥❣ ✭✹✮✱ ✭✽✮ ❛♥❞ ✭✾✮ ❛s

z̃i =

(

1

1 + φθi
(Biz

i
D
σ−1 + τ 1−σφθi−σ+1Biz

i
D
σ−1)

) 1
σ−1

, ✭✷✸✮

✶✽■❢ ❚♦❜✐♥✬s q ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ♦♥❡✱ ♠♦r❡ ✜r♠s ✇♦✉❧❞ ❡♥t❡r✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥
✐♥t❡♥s✐t② s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② zD ✉♥t✐❧ q = 1✳

✶✼



✇✐t❤ ziD =
(

(Bi−1)(fd+fxφθi )
Fi

) 1
θi ❛s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ■t ❞❡♣❡♥❞s

♥♦✇ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts ♦❢ ❡♥tr❛♥ts ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② i✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥

t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ t♦ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✸✮ ✇✐t❤ P❛r❡t♦

❞✐str✐❜✉t❡❞ ✜r♠s✱ ✐❢ ❡❛❝❤ ❡♥tr❛♥t ❞r❛✇s ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❛♥② ❧❡✈❡❧ ♦❢

tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡r✐✈❡❞✱ ❢♦r ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss✱ φ < φ∗✱ ❛❧❧

❡♥tr❛♥ts ✐♥✈❡st ✐♥ ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s z̃L✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛❧❧ ❡♥tr❛♥ts ✜♥❞ ✐t ♦♣t✐♠❛❧ ❛❢t❡r tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ ❛ ❤✐❣❤

❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D ❛♥❞ ❞r❛✇ ❢r♦♠ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t HRSD t❤❡ ♣r❡✲tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥

♣r❡❢❡rr❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✹ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛♥❞

✇✐t❤ ♥♦ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s✱ tr❛❞❡

❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✜r♠s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t

❡♥❞♦❣❡♥♦✉s R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ s❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞✐✛❡rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

t✇♦ ❡✛❡❝ts✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥ts ♦❢ ♠♦r❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✜r♠s ❧❡❛❞s t♦ ❛ t♦✉❣❤❡r ❝♦♠♣❡t✐✲

t✐♦♥✳ ❚❤❡ t♦✉❣❤❡r ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t♦ s✉r✈✐✈❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t

t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r s❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✿ zHD > z′D ✭❡✛❡❝t

✭1a✮ ✈s✳ ✭1b✮ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✮✳ ❚❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥tr②

❛❞❥✉st♠❡♥t✱ ✭✶✶✮ ❛♥❞ ✭✶✷✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛t φ∗✱ ✭✷✶✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ✜r♠s✿

(a) ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t ✜r♠ ❧❡✈❡❧ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts à ❧❛ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✸✮❀ (b) ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤

✜r♠ ❧❡✈❡❧ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts✳

❙❡❝♦♥❞✱ ✐❢ ❛❧❧ ❡♥tr❛♥ts ✐♥✈❡st ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s

❛ ❤✐❣❤❡r r✐❣❤t t❛✐❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✭❡✛❡❝t (2) ✐♥ ❋✐❣✉r❡

✹✮✳ ■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❤✐❣❤❧② ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✜r♠s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝✲

❛♥❞ ❡①♣♦rt ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛r❡ ❧❛r❣❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t R&D ✐♥✈❡st✲

♠❡♥ts✱ z̃HD > z̃′D ✭✽✮ ❛♥❞ z̃HX > z̃′X ✭✾✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡ BH > B✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❡✈❡♥

❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❛❧❧ ❡♥tr❛♥ts✬ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥

t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✱ zHD = z′D✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❡①♣♦rt ✜r♠s ✐s ❛❧s♦ ❧❛r❣❡r✿

✶✽



pHX = φθH > p′X = φθ✱ ❞✉❡ t♦ θ > θH ❛♥❞ 0 ≤ φ ≤
(

fd
fx

)1/(σ−1)

≤ 1✳✶✾ ❚❤✐s ♠❡❛♥s

♠♦r❡ ✇❡✐❣❤t ✐s ♥♦✇ ♦♥ ❡①♣♦rts ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ❧♦ss❡s✳ ❇✉t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❡①♣♦rt ✜r♠s✱ t❤❛t ❛r❡ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♠♦r❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛❧❧ ✜r♠s✱ ♠♦r❡

t❤❛♥ ♦✛s❡ts t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❧♦ss❡s✿ 1+τ1−σφθH−σ+1

1+φθH
> 1+τ1−σφθ−σ+1

1+φθ ✳✷✵ ❚❤✉s✱ ❛❧❧ ❡✛❡❝ts t❤❛t

❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ s❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

♣♦s✐t✐✈❡❧②✳ ❍❡♥❝❡✱ z̃H > z̃′✳

❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❜② ▲✐❧❡❡✈❛ ✭✷✵✵✽✮❀ ❇❡r♥❛r❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮❀

❚r❡✢❡r ✭✷✵✵✹✮❀ P❛✈❝♥✐❦ ✭✷✵✵✷✮✿ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜♦♦sts t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

❜② ❛ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❢r♦♠ ❧♦✇ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❡①✐t✐♥❣ ✜r♠s t♦ ❤✐❣❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡

❡①♣♦rt✐♥❣ ✜r♠s ❛♥❞ ❜② ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ ✇✐t❤✐♥ ✜r♠s✳ ❖♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❛✉s❡ ❢♦r t❤❡

s❡❝♦♥❞ ❡✛❡❝t s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ♦❢ ✜r♠s ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ tr❛❞❡

❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭❇✉st♦s✱ ✷✵✶✶❀ ▲✐❧❡❡✈❛ ❛♥❞ ❚r❡✢❡r✱ ✷✵✶✵✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦t❤❡r ❡♠♣✐r✐❝❛❧

st✉❞✐❡s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss ❛✛❡❝ts s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ ✜r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ s❡❝t♦rs✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♠♦r❡ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss ❧❡❛❞s t♦ ♠♦r❡ r✐❣❤t✲s❦❡✇❡❞ s❡❝t♦r ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥s ✭❖❦✉❜♦ ❛♥❞ ❚♦♠✐✉r❛✱ ✷✵✶✸❀ ❙✉♥ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣✱ ✷✵✶✷❀ ❉✐ ●✐♦✈❛♥♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ▼❛❣❣✐♦♥✐ ✭✷✵✶✸✮❀ ■t♦ ❛♥❞ ▲❡❝❤❡✈❛❧✐❡r ✭✷✵✵✾✮❀ ❙②✈❡rs♦♥ ✭✷✵✵✹✮ ❞♦❝✉♠❡♥t✱

❛t ♦❞❞s ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s ♠♦❞❡❧s✱ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ✜r♠s ✇✐t❤✐♥ ❛ s❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ♣r♦✈✐❞❡s

❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡✿ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ tr✐❣❣❡rs R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts ♦❢

✜r♠s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ s❡❝t♦r✬s ✜r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ✐♥

t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✳

✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✜rst ❞✐s❝✉ss❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐ss✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ R&D ❝❤♦✐❝❡ ♠❡❝❤✲

❛♥✐s♠✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐t ❡♠❜❡❞s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s ❛♥❞

tr❛❞❡✳

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧ ✐t ✐s ♥♦t❛❜❧❡ t❤❛t ❛❧❧ ♦t❤❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡r✐✈❡❞✱ ❜❡✲

❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❛❧❧ s♦❧❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉t✲♦✛ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ziD ✭✶✸✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝t♦r

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② z̃i ✭✷✸✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ✐♥ ❛ ♥❡①t st❡♣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢

tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ✇❡❧❢❛r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡

tr❛❞❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ❛s ❛ ❢✉rt❤❡r ❢♦r♠ ♦❢ ❣❛✐♥ ❢r♦♠ tr❛❞❡✳ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡

✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥s ♦❢ tr❛❞❡ ✇❤❡♥ ✜r♠ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✱ ❢♦r

✶✾❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ P❛r❡t♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s P (z ≥ zX |z ≥ zD) =
(

zD
zX

)θ

✳

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ t❡①t ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ✭✹✮ ✐♥ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✳
✷✵❚❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s 1 + φθ−σ+1τ1−σ + φθH + φθH+θ−σ+1τ1−σ < 1 + φθH−σ+1τ1−σ +

φθ + φθH+θ−σ+1τ1−σ → φθ(φ−σ+1τ1−σ − 1) < φθH (φ−σ+1τ1−σ − 1)✱ ❜❡❝❛✉s❡ τ1−σφ−σ+1 ≥ 1 ❛♥❞
φθ < φθH ✳

✶✾



❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ▼❡❧✐t③ ❛♥❞ ❚r❡✢❡r ✭✷✵✶✷✮✳✷✶ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s r❛t❤❡r t♦ ❜✉✐❧❞

❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② tr❛❝t❛❜❧❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❛t ✐s ✐♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝ts

❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ r❡❝❡♥t ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✜♥❞✐♥❣s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✇❛②s✳

❙✐♥❝❡ ♥✉♠❡r♦✉s ♠♦❞❡❧s ❛ss✉♠❡ ✜r♠s t♦ ❜❡ P❛r❡t♦✲❞✐str✐❜✉t❡❞✱ t❤❡ R&D ❝♦♥❝❡♣t ❝❛♥

❜❡ ❡❛s✐❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡❧s✳✷✷ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✉s❡❢✉❧

✐♥ ♠♦❞❡❧s q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❡①❡r❝✐s❡s✳

▼♦st ♦❢ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s ♠♦❞❡❧s ❛ss✉♠❡ P❛r❡t♦ ❞✐str✐❜✉t❡❞

✜r♠s ❛♥❞ t❛❦❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛s ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❣✐✈❡♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢

s✉❝❤ ❛♥❛❧②s❡s ❝❛♥ ❜❡ s♣✉r✐♦✉s ✐❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✉♥❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❉✐ ●✐♦✈❛♥♥✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❢♦r ❛♥ ❡♠♣✐r✲

✐❝❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛s tr❛❞❡ ❜❡❝♦♠❡s ❧✐❜❡r❛❧✐③❡❞✮✳ ❚❤❡

❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ♦✛❡rs ♦♥❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❤♦✇ t❤✐s s❤♦rt❝♦♠✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ✜r♠s ✐♥ r❡s♣♦♥s❡

t♦ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ r❡t✉r♥s ❞✐✛❡r✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ HRSD

❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♦❢ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳✷✸ ■❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞

♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② FOSD ❛♥❞ ♥♦t HRSD t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢

❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ tr❛❞❡

♦♣❡♥♥❡ss φ✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♠❛② ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P❛r❡t♦ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✜r♠s✳ ❆ss✉♠❡ ❛ ✜r♠

❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ P❛r❡t♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞✐✛❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉♣♣♦rt ♣❛r❛♠✲

❡t❡r✿ z0H ❛♥❞ z0L✱ ✇✐t❤ z0H > z0L✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ HRSD ✭✻✮✱ ✐t

t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❜❡tt❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t HRDS t❤❡ ✇♦rs❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡
fH(z)

FH(z)
= θ

z
❛♥❞ fL(z)

FL(z)
= θ

z
✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ R&D ❝❤♦✐❝❡ ✇✐❧❧ ❡✐t❤❡r ❜❡ z0L ♦r z0H ❢♦r

❛♥② ❞❡❣r❡❡ ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❝♦sts FL ❛♥❞ FH ✳ ❚❤✐s ❝❛♥

❜❡ s❡❡♥ ❜② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ R&D ❝❤♦✐❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡♥tr❛♥t✳ ■t ✐s

V (zLD, φ) = max

{

0;
zθ0H

FLz0L
− FH

}

✐❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D✳ ❖r

V (zHD , φ) = max

{

zθ0L
FHz0H

− FL; 0

}

.

✷✶❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥s ❢r♦♠ tr❛❞❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s ♠♦❞❡❧s
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ✜r♠s ♠♦❞❡❧s ✭▼❡❧✐t③ ❛♥❞ ❘❡❞❞✐♥❣✱ ✷✵✶✹❀ ❆r❦♦❧❛❦✐s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✱ ✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡
✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts✱ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡r❡✱ ✇♦✉❧❞ ❝❛✉s❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ✇❡❧❢❛r❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
✈❛r✐❛❜❧❡ tr❛❞❡ ❝♦sts t♦ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ✇❡❧❢❛r❡
❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳

✷✷❘❡❞❞✐♥❣ ✭✷✵✶✶✮ ❞✐s❝✉ss❡s ✇❤② t❤❡ P❛r❡t♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❤❡t❡r♦✲
❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s✳

✷✸❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♥♦t r❡str✐❝t❡❞ t♦ P❛r❡t♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

✷✵



✐❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D✳ ❊❛❝❤ t✐♠❡ t❤❡

✈❛❧✉❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ φ✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ HRSD ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✻✮ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ✐❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ r❡t✉r♥s

❞✐✛❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✿ fH(z)

FH(z)
= θH

z
❛♥❞ fL(z)

FL(z)
= θL

z
→ fH(z)

FH(z)
<

fL(z)

FL(z)
✱

❜❡❝❛✉s❡ θL > θH ✳

❲❤❛t ✐s t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦✉t❝♦♠❡s❄ ❚r❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡

♠✐♥✐♠✉♠ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t❤❛t ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛ ✜r♠ t♦ s✉r✈✐✈❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ HRSD✱ t❤❡

❡①✲❛♥t❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✉r✈✐✈❛❧ r❛t❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ t♦ ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡s

✐♥ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ❝✉t✲♦✛ zD✿
∂

FH (zD)

FL(zD)

∂zD
> 0✳ ❲❤②❄ ❇❡❝❛✉s❡ ❞✐s♣r♦♣♦rt✐♦♥❛t❡❧② ♠♦r❡ ❞r❛✇s

❧❡❛❞ t♦ ❛ ❧♦✇ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦✇ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❤✐❣❤ R&D

✐♥✈❡st♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♦✉t❝♦♠❡ ♠❛tt❡rs ♠♦r❡✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❛ ✜r♠✬s ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

❤❛s t♦ ❜❡ t♦ s✉r✈✐✈❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✐❣❤ t♦ ❧♦✇ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts

✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐❢ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♥✈❡st♠❡♥t

♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❞✐✛❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ FOSD ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜✉t ♥♦t t♦ t❤❡HRSD ❝r✐t❡r✐♦♥✱ t❤❡

❡①✲❛♥t❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✉r✈✐✈❛❧ r❛t❡ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ❝✉t✲♦✛ zD✿
∂

FH (zD)

FL(zD)

∂zD
= 0✳

❍❡♥❝❡✱ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦ R&D ✐♥✈❡st✲

♠❡♥t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✿ P❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✐ts ♣r♦♣❡r r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♥t❡①t✳

❚❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ♦t❤❡r ❤❡t✲

❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s ❛♥❞ tr❛❞❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❋✐❣✉r❡ ✺ s❤♦✇s ✐t ✐♥ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ✇❛②✳ ▼♦❞❡❧s ♦❢

❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s ❛♥❞ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❣r♦✇t❤ ✭❯♥❡❧✱ ✷✵✶✵❀ ●✉st❛❢ss♦♥ ❛♥❞ ❙❡❣❡rstr♦♠✱

✷✵✶✵❀ ❇❛❧❞✇✐♥ ❛♥❞ ◆✐❝♦✉❞✱ ✷✵✵✽✮ ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ♦✈❡r t✐♠❡✳ ■♥ ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✇❛② t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s

❡♥❞♦❣❡♥✐③❡ t❤❡ s✉♥❦ ❝♦st F (t) t❤❛t ❡❛❝❤ ❡♥tr❛♥t ❤❛s t♦ ♣❛② ✐♥ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✸✮ ✐♥ ♦r❞❡r

✷✶



t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞r❛✇✳ ❚❤❡ ❝♦st ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✉♥✐ts ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡

❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ s❡❝t♦r ✉♣ t♦ ❛ ❞❛t❡ t✳ ❚❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦✈❡r t✐♠❡

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛t ❤❛♥❞✱ s✉❝❤ ♠♦❞✲

❡❧s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts ♦❢ ✜r♠s ✐♥ ❛♥ ✑❛❞❛♣t✐♥❣ ✐♥❞✉str②✑✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❛♥② r❡s❡❛r❝❤❡rs ❤②♣♦t❤❡s✐③❡ t❤❛t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞

✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❞❛♣t✐♥❣ ✐♥❞✉str✐❡s ❛r❡ ❥♦✐♥t❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ✭●r♦ss♠❛♥

❛♥❞ ❍❡❧♣♠❛♥✱ ✶✾✾✹✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ♠❡r❣❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❝♦✉❧❞ ❤❡❧♣ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞

❜❡tt❡r t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ ❛ ❧♦♥❣ t❡r♠

♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❚♦ ❜✉✐❧❞ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ s❡❡♠s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❜♦t❤ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❛r❡ ❜❛s❡❞

♦♥ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✸✮ ✇✐t❤ P❛r❡t♦ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✜r♠s✳

❖t❤❡r ♠♦❞❡❧s ❛❞❞ ❛ ♣♦st✲st❛❣❡ t♦ t❤❡ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✸✮ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✜r♠s ❝❛♥

❛❞❛♣t t♦ ❛ ❜❡tt❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛❢t❡r t❤❡② ❣♦t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✭❯♥❡❧✱

✷✵✶✸❀ ❇✉st♦s✱ ✷✵✶✶❀ ◆❛✈❛s✲❘✉✐③ ❛♥❞ ❉❛✈✐❞❡✱ ✷✵✵✼✮✳ ■❢ ✐♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛ ✜r♠ ❞❡❝✐❞❡s

t♦ ❛❞❛♣t t♦ ❛♥♦t❤❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✐t ❦♥♦✇s t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ❛♥❞ ❝♦sts✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥

❛s ❛ r❛t❤❡r s❤♦rt✴♠❡❞✐✉♠ r✉♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ ✜r♠s ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✉str② r❡s♣♦♥s❡

t♦ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜② ♠✐♥❡r ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❙✉❝❤

❝❤❛♥❣❡s ❤❛✈❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❆♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛t ❤❛♥❞ ✐s

t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ ✜r♠s t♦ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❡♥❤❛♥❝✐♥❣

♠❡❛s✉r❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛t ❤❛♥❞ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❤♦✇ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛✛❡❝ts

✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❧♦♥❣ t❡r♠ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✜r♠s ❞✐s❝♦✈❡r ❡♥t✐r❡

♥❡✇ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❡♥tr❛♥ts ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣r❡✈✐✲

♦✉s t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞r❛✇ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❛①❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s✱ ❡✳❣✳✱ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts

♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❡♥tr❛♥ts ❝❛♥ ❞r❛✇ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ Pr♦❜❛❜❧② t❤❡ ❡❛s✐❡st

✇❛② ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❛ss✉♠❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✉♥❦ ❝♦sts ❛♠♦♥❣ ❡♥tr❛♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ R&D

✐♥✈❡st♠❡♥t✳✷✹ ❊♥tr❛♥ts ✇✐t❤ ❧♦✇❡r s✉♥❦ ❝♦sts ✇♦✉❧❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ s❡tt✐♥❣ ✜♥❞ ✐t ♣r♦✜t❛❜❧❡

t♦ ✐♥✈❡st ❛t ❛ ❧♦✇❡r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ♠✐①❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡

q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ♦❢ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s❡❝t♦r ❧❡✈❡❧ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡

❛❧t❡r❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ♠❡r❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡r❡ ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛❞❛♣t✐♦♥

♠♦❞❡❧s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❯♥❡❧ ✭✷✵✶✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛ss✉♠❡s P❛r❡t♦✲❞✐str✐❜✉t❡❞

✜r♠s✱ ❝♦✉❧❞ s❡r✈❡ ❛s ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ t❛❦❡ ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞✉❛❧ r♦❧❡ ♦❢ R&D ❝❧❛✐♠❡❞ ❜② ♠❛♥② r❡s❡❛r❝❤❡rs✳ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❣❡♥❡r✲

❛t❡ ♥❡✇ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❞❡✈❡❧♦♣s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜r♠s t♦ ❜❡tt❡r ❛❞❛♣t

t♦ ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✭❑❡❧❧❡r✱ ✷✵✵✹❀ ❈♦❤❡♥ ❛♥❞ ▲❡✈✐♥t❤❛❧✱ ✶✾✽✾✮✳

✷✹❙✉❝❤ ❛ s❡tt✐♥❣ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❤✐❞❞❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s✉♥❦ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❝♦sts ♦❢ ❡♥tr❛♥ts ♦r
❝❛♣✐t❛❧ t❤❛t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ✐♥✈❡st❡❞ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ t②♣❡ ♦❢ ❡♥tr❛♥t✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ ♥♦ ✐♥✈❡st♦r ✇♦✉❧❞ ✜♥❛♥❝❡
❛♥ ❡♥tr❛♥t t❤❛t ♥❡❡❞s ❛ ❤✐❣❤❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ s✉♥❦ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❝♦sts t♦ ❣❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡t✉r♥✳

✷✷



✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♥❡✇ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✜r♠ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥

✐♥ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✐t ❤❛s ❡①t❡♥❞❡❞

t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✸✮ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥ R&D✳ R&D

❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡ ♠❛❞❡ ❜② ❡♥tr❛♥ts t♦ ❞r❛✇ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t P❛r❡t♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ t❤❡② ❞✐✛❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡✲

t❡r✮✳ ❚❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ✜♥❞✐♥❣s ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t✱ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✜r♠s

♥♦✇ ❝❤♦♦s❡ t♦ ✐♥✈❡st ♠♦r❡ ✐♥ R&D ❛♥❞ ❞r❛✇ ❢r♦♠ ❛ ❜❡tt❡r P❛r❡t♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠✲

♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ✇❛s ♣r❡❢❡rr❡❞ ♣r✐♦r t♦ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t

✐s ❛ttr✐❜✉t❛❜❧❡ t♦ ✐♥✈❡st♠❡♥t r❡t✉r♥s ❞✐✛❡r✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤❛③❛r❞ r❛t❡ st♦❝❤❛st✐❝

❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ■❢ ✐♥st❡❛❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t r❡t✉r♥s ✇♦✉❧❞ ❞✐✛❡r ♦♥❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡

✜rst ♦r❞❡r st♦❝❤❛st✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ R&D ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜r♠ ✇♦✉❧❞

❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss✳ ❚❤✉s✱ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡s

t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❡✈❡❧ t❤r♦✉❣❤ ❛ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s t♦✇❛r❞s ♠♦r❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✜r♠s

❛♥❞✱ ♥♦✈❡❧ t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❜② ❛ ❤✐❣❤❡r r✐❣❤t t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ✜r♠ ♣r♦✲

❞✉❝t✐✈✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ r❡❝❡♥t ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✇♦r❦ ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣ ❜♦t❤✱

t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❛♠♦♥❣ ✜r♠s ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥

✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s✱ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ s❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳

❆♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✬s ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ tr❛❞❡

♠♦❞❡❧s ✐s ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥ ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ s❡♥s❡✱

✐t ♦♥❧② ♠❛❦❡s ♦♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✇♦r❦❤♦rs❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✸✮ ✇✐t❤ P❛r❡t♦ ❞✐s✲

tr✐❜✉t❡❞ ✜r♠s❀ ②❡t ✇✐t❤ ❛ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❡✛❡❝t✳ ■t ❡♥❛❜❧❡s ♠♦st ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s tr❛❞❡

♠♦❞❡❧s t♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② tr❛❝t❛❜❧❡ ✇❛② ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s

✜r♠✲❧❡✈❡❧ R&D✳ ■♥ ❛ ❝❧♦s❡r ❝♦♥t❡①t✱ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❜❛s✐s t♦ ❛♥❛✲

❧②③❡ ❤♦✇ ✈❛r✐♦✉s ❛s♣❡❝ts ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ t♦♣✐❝s ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ R&D

❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ ✜r♠s ❛s tr❛❞❡ ❜❡❝♦♠❡s ❧✐❜❡r❛❧✐③❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡✲

♠❛♥❞ str✉❝t✉r❡s ♦r ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✐ss✉❡s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥

❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❡♠♣✐r✐✲

❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ s❡❝t♦r✬s ✜r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ ❛ ❧❛r❣❡r ❝♦♥t❡①t✱

✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✜r♠ ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧s

✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s à ❧❛ ❇❛❧❞✇✐♥ ❛♥❞ ◆✐❝♦✉❞ ✭✷✵✵✽✮✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♥❡✇

t❤❡♦r② ♦♥ ❤♦✇ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ ❜❛s✐❝ r❡s❡❛r❝❤✱ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t ❛♣♣❧✐❡❞

r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ ✜r♠s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

✷✸



✺ ❆♣♣❡♥❞✐①

N✲❞✐✛❡r❡♥t R&D ❝❤♦✐❝❡s

❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛♥ ❡♥tr❛♥t ❝❛♥ ♦♥❧② ❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❆ss✉♠❡ t❤❡r❡ ❛r❡

◆✱ ✇✐t❤ N ∈ N✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❡♥tr❛♥ts ❝❛♥ ❞r❛✇ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳

❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛s ❛♥♦t❤❡r s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r θi = θ1; θ2; ...; θN ✱ ✇✐t❤ θ1 > θ2 > ... > θN ✳

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ θ1 ✐s st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛❧❧ ♦t❤❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱

❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ θN st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t❡s ❛❧❧ ♦t❤❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥

❡♥tr❛♥t t❤❛t ❞r❛✇s ❢r♦♠ ❛ ❜❡tt❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s t♦ ✐♥✈❡st ♠♦r❡ ✐♥ R&D t❤❛♥ ✐❢ ✐t

✇❡r❡ t♦ ❞r❛✇ ❢r♦♠ ❛ ✇♦rs❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿ F1 < F2 < ... < FN ✳ ❆♥ ❡♥tr❛♥t ❞r❛✇s ❢r♦♠

t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts✿

V (zD, φ) = max{Vi(zD, φ)}, ✇❤❡r❡ i ∈ {1, 2, .., N}. ✭✷✹✮

❋r♦♠ ✭✶✽✮ ❛♥❞ ✭✷✵✮ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

∂Vi(z
j
D)

∂φ
=



















... > 0 ✐❢ i > j,

... < 0 ✐❢ i < j,

... = 0 ✐❢ i = j,

✭✷✺✮

✇✐t❤ j ∈ {1, 2..., N} ❛♥❞ j 6= i✳ ❚r❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡s ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✭✐♥❝r❡❛s❡✮ ✐♥ t❤❡

✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❞r❛✇ ❢r♦♠ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ✐s st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ✭st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧②

❞♦♠✐♥❛t❡s✮ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦♥❡✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s

t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ♣r❡❢❡rr❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢✉rt❤❡r tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❝❤❛♥❣❡s

✇❤❡t❤❡r ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♦r ❧❡ss ❛ttr❛❝t✐✈❡ t♦ ❞r❛✇ ❢♦r♠ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥

❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❢r♦♠ F1 < ... < FN ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

∂Vi(z
j
D)

∂Fi

< 0, ✭✷✻✮

∂Vi(z
j
D)

∂Fj

> 0. ✭✷✼✮

❍❡♥❝❡✱ ❛♥ ❡♥tr❛♥t ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t✇♦ R&D ❝❤♦✐❝❡s ❛t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

❧❡✈❡❧ ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss φ∗✳ ❉✉❡ t♦ ❢r❡❡ ❡♥tr②✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜t ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ R&D

❝❤♦✐❝❡ ✐s ③❡r♦ ❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss ❧❡✈❡❧ φ∗✳ ❆t t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧❡✈❡❧ ♦❢ tr❛❞❡

♦♣❡♥♥❡ss✱ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ R&D ❝❤♦✐❝❡s ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜t✳ ❉✉❡ t♦

✭✷✺✮✱ ❛ ❢✉rt❤❡r ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ tr❛❞❡ ❝♦sts t♦ φ∗ + ǫ✱ ✇✐t❤ ǫ > 0✱ ❝♦✉❧❞ r❛✐s❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞

♣r♦✜t ♦❢ ❛♥♦t❤❡r t❤❛♥ ❛t φ∗ ♦♣t✐♠❛❧ R&D ❝❤♦✐❝❡ ❛❜♦✈❡ ③❡r♦✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❡♥tr❛♥ts

✜♥❞ ✐t ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ❞r❛✇ ❛t φ∗ + ǫ ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛♥ ❛t φ∗✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱

✷✹



✐❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❝♦sts ✐♥ R&D r✐s❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ R&D ❣❛✐♥✱
∂2F
∂2θ

> ∂2V
∂2θ

✱ ❛♥❞ ❛t ❛✉t❛r❦② ❛♥ ❡♥tr❛♥t ♣r❡❢❡rs t♦ ❞r❛✇ ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦rst ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱

V1(zD, φ = 0) − F1 > ... > VN(zD, φ = 0) − FN ✱ ❛♥❞ ❛t ❢r❡❡ tr❛❞❡✱ ♣r❡❢❡rs t♦ ❞r❛✇

❢r♦♠ t❤❡ ❜❡st ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ V1(zD, φ = 1) − F1 < ... < VN(zD, φ = 1) − FN ✱ t❤❡♥ tr❛❞❡

❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❝♦♥st❛♥t❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦✇❛r❞s ❜❡✐♥❣ ♦♥❡ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤

❡♥tr❛♥ts ♣r❡❢❡r t♦ ❞r❛✇✳

P❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ φ∗

❊♥tr❛♥ts ✜♥❞ ✐t ✉♥❞❡r ❛✉t❛r❦② ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D ✐❢ VL(zD, φ =

0) ≥ 0 ❛♥❞ VH(zD, φ = 0) < 0 ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❉✉❡ t♦ ❢r❡❡ ❡♥tr② VL(zD, φ = 0) = 0 →

(BL − 1)fd − FLz
θL
D = 0✳ ❙♦❧✈❡ ✐t ❛❢t❡r zD ❛♥❞ ✉s❡ ✐t ✐♥ VH(zD, φ = 0) ❧❡❛❞s t♦

(BH − 1)fd

(

FL

(BL − 1)fd

)

θH

θL

− FH < 0. ✭✷✽✮

■❢ t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❡♥tr❛♥ts ✜♥❞ ✐t ✉♥❞❡r ❛✉t❛r❦② ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ ❛ ❧♦✇

❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❡♥tr❛♥ts ✜♥❞ ✐t ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D

❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss φ < φmax✱ ✇✐t❤ φmax =
(

fd
fx

) 1
σ−1

≤ 1 s✐♥❝❡

τmin → 1✱ ✐❢ VL(zD, φ) < 0 ❛♥❞ VH(zD, φ) ≥ 0✳ ❉✉❡ t♦ ❢r❡❡ ❡♥tr② VH(zD, φ) = 0 →

(BH − 1)(fd+ fxφ
θH )z−θH

D −FH = 0✳ ❙♦❧✈❡ ✐t ❛❢t❡r zD ❛♥❞ ✉s❡ ✐t ✐♥ VL(zD, φ) < 0 ❧❡❛❞s

t♦

(BL − 1)(fd + fxφ
θL)

(

FH

(BH − 1)(fd + fxφθH

)

θL

θH

− FL < 0. ✭✷✾✮

■❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❢✉❧✜❧❧ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❡♥tr❛♥ts ✜♥❞ ✐t ❢r♦♠ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❣r❡❡ ♦❢

tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss ♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D✳ ▼❡r❣❡ ✭✷✽✮ ❛♥❞ ✭✷✾✮

t♦❣❡t❤❡r ❧❡❛❞s t♦

(fd + fxφ
θL)

(

FH

(BH − 1)(fd + fxφθH )

)

θL

θH

<
FL

BL − 1
< fd

(

FH

(BH − 1)fd

)

θL

θH

. ✭✸✵✮

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡♥s✉r❡s t❤❛t VH(z
L
D, φ) ❛♥❞ VL(z

H
D , φ) ❝r♦ss❡s ♦♥❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ φ = 0

❛♥❞ φmax✳

❚❤❡ ❝✉t✲♦✛ ✈❛❧✉❡ ❛t φ∗

❉✉❡ t♦ ❢r❡❡ ❡♥tr②✱ VH(z
H
D , φ) = 0 ❛♥❞ VL(z

L
D, φ) = 0 ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❢♦r ❛♥② ❧❡✈❡❧ ♦❢

tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤✐s ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ❛t φ∗✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛♥ ❡♥tr❛♥t ✐s ❛t φ∗ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t

❜❡t✇❡❡♥ ❞r❛✇✐♥❣ ❢r♦♠ θH ♦r θL✿ VH(z
L
D, φ) = VL(z

H
D , φ)✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

✷✺



s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

(BH − 1)(fd + fxφ
θH )zLD

−θH − FH − (BL − 1)(fd + fxφ
θL)zHD

−θL + FL = 0,

(BH − 1)(fd + fxφ
θH )zHD

−θH − FH = 0,

(BL − 1)(fd + fxφ
θL)zLD

−θL − FL = 0.

❆ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s zHD = zLD✳ ❇❡❝❛✉s❡
∂VL(z

H

D
)

∂φ
< 0 ❛♥❞

∂VH(zL
D
)

∂φ
> 0✱ t❤❡r❡ ✐s ❛t ♠♦st ♦♥❡

s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦♥❧② s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s zHD = zLD✳ ■♥

❛❞❞✐t✐♦♥✱ zmix
D ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ zHD ❛♥❞ zLD ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✮ ❛♥❞ ✭✶✹✮✮✳

❍❡♥❝❡✱ ❛t φ∗ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t zmix
D = zHD = zLD✳

Pr♦♦❢ t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s R&D ❛❞❥✉st♠❡♥ts ♦❢ ✜r♠s

t♦ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✱ HRSD ✐s r❡q✉✐r❡❞

❋♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ♦r❞❡rs s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❙❤❛❦❡❞ ❛♥❞ ❙❤❛♥t❤✐❦✉✲

♠❛r ✭✷✵✵✼✮✳ HRSD ✐♠♣❧✐❡s FOSD ❜✉t ♥♦t t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② ❛r♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ FH(z) HRSD t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ FL(z)✱ FH(z) ≥hr FL(z)✱ ✐❢

fh(z)

1− FH(z)
≤

fL(z)

1− FL(z)
. ✭✸✶✮

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ HRSD ✐♠♣❧✐❡s

FH(z
′

D)

FH(zD)
≥

FL(z
′

D)

FL(zD)
✭✸✷✮

❢♦r ❛❧❧ z′D > zD✱ ✇✐t❤ F (·) ≡ 1−F (·)✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ FH(z) FOSD t❤❡

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ FL(z)✱ FH(z) ≥st FL(z)✱ ✐❢

FH(z) < FL(z). ✭✸✸✮

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐❢ FH(z) ≥st FL(z) ❜✉t ♥♦t FH(z) ≥hr FL(z)✱ t❤❡♥

FH(z
′

D)

FH(zD)
=

FL(z
′

D)

FL(zD)
✭✸✹✮

❢♦r ❛❧❧ zD 6= z′D✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ HRDS ✐♠♣❧✐❡s

EH [y(z)|z > zD] > EL[y(z)|z > zD], ✭✸✺✮

✷✻



❢♦r ❛♥② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ y(z)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ FOSD ✐♠♣❧✐❡s ♦♥❧②

EH [y(z)] > EL[y(z)]. ✭✸✻✮

◆♦✇ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ♥❡t ♦❢ s✉♥❦ ❝♦sts ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❢♦r ❛

♥♦t ❝❧♦s❡r s♣❡❝✐✜❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Fi(z) ❛s

F i(zD)






fd(

(

∫

∞

zD
zσ−1fi(z)dz

)1/(σ−1)

F i(zD)zD
− 1) +

F i(zX)

F i(zD)
fx(

(

∫

∞

zX
zσ−1fi(z)dz

)1/(σ−1)

F i(zX)zX
− 1)






,

✭✸✼✮

✇✐t❤ Pi(z ≥ zD) = F i(zD) ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❡♥tr② ✐♥t♦ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝

♠❛r❦❡t ❛♥❞ F i(zX)

F i(zD)
❛s t❤❡ ❡①♣♦rt ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❞♦♠❡st✐❝ ♠❛r❦❡t

❡♥tr② ✭s❡❡ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✸✮ ❢♦r ❛ st❡♣ ❜② st❡♣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❡q✉❛t✐♦♥

✭✶✵✮ ✐❢ Fi(z) ❢♦❧❧♦✇s ❛ P❛r❡t♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ✭✸✼✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

F i(zD)

(

fd(Ei

[

(

z

zD

)σ−1

|z > zD

]

− 1) +
F i(zX)

F i(zD)
fx(Ei

[

(

z

zX

)σ−1

|z > zX

]

− 1)

)

,

✭✸✽✮

✇❤❡r❡ Ei[·] ✐s ❡❛❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡✳ ◆♦✇ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤✐s

❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ i = H t❤r♦✉❣❤ i = L✿

FH(zD)

(

fd(EH

[

(

z
zD

)σ−1

|z > zD

]

− 1) + FH(zX)

FH(zD)
fx(EH

[

(

z
zX

)σ−1

|z > zX

]

− 1)

)

FL(zD)

(

fd(EL

[

(

z
zD

)σ−1

|z > zD

]

− 1) + FL(zX)

FL(zD)
fx(EL

[

(

z
zX

)σ−1

|z > zX

]

− 1)

) .

✭✸✾✮

❊❛❝❤ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝✉t✲♦✛ ✈❛❧✉❡✱ zD ❛♥❞ zX ✱ ❤❛s ❛♥♦t❤❡r ✈❛❧✉❡ ✐❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss ❝❤❛♥❣❡s✱

s❛② ❢r♦♠ φ t♦ φ′✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❛t φ′

FH(z
′

D)

(

fd(EH

[

(

z
z′
D

)σ−1

|z > z′D

]

− 1) +
FH(z′

X
)

FH(z′
D
)
fx(EH

[

(

z
z′
X

)σ−1

|z > z′X

]

− 1)

)

FL(z′D)

(

fd(EL

[

(

z
z′
D

)σ−1

|z > z′D

]

− 1) +
FL(z

′

X
)

FL(z
′

D
)
fx(EL

[

(

z
z′
X

)σ−1

|z > z′X

]

− 1)

) ,

✭✹✵✮

✇✐t❤ z′D 6= zD ❛♥❞ z′X 6= zX ✳ ◆♦✇ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ st❛t❡❞ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r FOSD ✭✸✹✮

✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t ✭✸✾✮=✭✹✵✮ ✐❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ FH(z) ♦♥❧② FOSD ❛♥❞ ♥♦t

HRDS t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ FL(z)✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ EH [·] = EL[·] ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥

✭✸✺✮ ❛♥❞ ✭✸✻✮✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦sts fd ❛♥❞ fx ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❜♦t❤

✷✼



❦✐♥❞s ♦❢ R&D✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ FOSD ❜✉t ♥♦t HRSD t❤❡ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛

❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts r❡♠❛✐♥s

❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❛♥② ❞❡❣r❡❡ ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ HRSD ✐t ❢♦❧❧♦✇s

t❤❛t ✭✸✾✮6=✭✹✵✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t❤❛t ❛ ✜r♠✬s ♦♣t✐♠❛❧ R&D ❝❤♦✐❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡

❞❡❣r❡❡ ♦❢ tr❛❞❡ ♦♣❡♥♥❡ss✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t R&D ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❤❛✈❡

t♦ ❞✐✛❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ HRSD ❝r✐t❡r✐♦♥✳

✷✽



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆♠✐t✐✱ ▼✳✱ ❑♦♥✐♥❣s✱ ❏✳✱ ✷✵✵✼✳ ❚r❛❞❡ ▲✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ■♥♣✉ts✱ ❛♥❞ Pr♦❞✉❝✲

t✐✈✐t②✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ■♥❞♦♥❡s✐❛✳ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✾✼ ✭✺✮✱ ✶✻✶✶✕✶✻✸✽✳

❆r❦♦❧❛❦✐s✱ ❈✳✱ ❈♦st✐♥♦t✱ ❆✳✱ ❘♦❞rí❣✉❡③✲❈❧❛r❡✱ ❆✳✱ ✷✵✶✷✳ ◆❡✇ ❚r❛❞❡ ▼♦❞❡❧s✱ ❙❛♠❡ ❖❧❞

●❛✐♥s❄ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✶✵✷ ✭✶✮✱ ✾✹✕✶✸✵✳

❆r❦♦❧❛❦✐s✱ ❈✳✱ ❉❡♠✐❞♦✈❛✱ ❙✳✱ ❑❧❡♥♦✇✱ P✳ ❏✳✱ ❘♦❞rí❣✉❡③✲❈❧❛r❡✱ ❆✳✱ ✷✵✵✽✳ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉s

❱❛r✐❡t② ❛♥❞ t❤❡ ●❛✐♥s ❢r♦♠ ❚r❛❞❡✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✾✽ ✭✷✮✱ ✹✹✹✕✺✵✳

❆t❦❡s♦♥✱ ❆✳✱ ❇✉rst❡✐♥✱ ❆✳✱ ✷✵✶✵✳ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥✱ ❋✐r♠ ❉②♥❛♠✐❝s✱ ❛♥❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❚r❛❞❡✳

❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠② ✶✶✽✭✸✮✱ ✹✸✸✕✹✽✹✳

❇❛❧❞✇✐♥✱ ❘✳✱ ◆✐❝♦✉❞✱ ❋✳✱ ✷✵✵✽✳ ❚r❛❞❡ ❛♥❞ ●r♦✇t❤ ✇✐t❤ ❍❡t❡r♦❣❡♥♦✉s ❋✐r♠s✳ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✼✹ ✭✶✮✱ ✷✶✕✸✹✳

❇❡r♥❛r❞✱ ❆✳✱ ❊❛t♦♥✱ ❏✳✱ ❏❡♥s❡♥✱ ❇✳✱ ❑♦rt✉♠✱ ❙✳✱ ✷✵✵✸✳ P❧❛♥ts ❛♥❞ Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❚r❛❞❡✳ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✾✸ ✭✹✮✱ ✶✷✻✽✕✶✷✾✵✳

❇❡r♥❛r❞✱ ❆✳✱ ❏❡♥s❡♥✱ ❇✳✱ ❘❡❞❞✐♥❣✱ ❙✳✱ ❙❝❤♦tt✱ P✳✱ ✷✵✶✷✳ ❚❤❡ ❊♠♣✐r✐❝s ♦❢ ❋✐r♠ ❍❡t❡r♦✲

❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❚r❛❞❡✳ ❆♥♥✉✳ ❘❡✈✳ ❊❝♦♥✳ ✹ ✭✶✮✱ ✷✽✸✕✸✶✸✳

❇❡r♥❛r❞✱ ❆✳✱ ❏❡♥s❡♥✱ ❇✳✱ ❙❝❤♦tt✱ P✳✱ ✷✵✵✻✳ ❚r❛❞❡ ❈♦sts✱ ❋✐r♠s ❛♥❞ Pr♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ▼♦♥❡t❛r② ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✺✸ ✭✺✮✱ ✾✶✼✕✾✸✼✳

❇❡r♥❛r❞✱ ❆✳✱ ❘❡❞❞✐♥❣✱ ❙✳✱ ❙❝❤♦tt✱ P✳✱ ✷✵✶✶✳ ▼✉❧t✐♣r♦❞✉❝t ❋✐r♠s ❛♥❞ ❚r❛❞❡ ▲✐❜❡r❛❧✐③❛✲

t✐♦♥✳ ❚❤❡ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✶✷✻ ✭✸✮✱ ✶✷✼✶✕✶✸✶✽✳

❇♦❤♥st❡❞t✱ ❆✳✱ ❙❝❤✇❛r③✱ ❈✳✱ ❙✉❡❞❡❦✉♠✱ ❏✳✱ ✷✵✶✷✳ ●❧♦❜❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙tr❛t❡❣✐❝ ❘❡s❡❛r❝❤

■♥✈❡st♠❡♥ts✳ ❘❡s❡❛r❝❤ P♦❧✐❝② ✹✶ ✭✶✮✱ ✶✸✕✷✸✳

❇✉rst❡✐♥✱ ❆✳✱ ▼❡❧✐t③✱ ▼✳✱ ✷✵✶✶✳ ❚r❛❞❡ ▲✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐r♠ ❉②♥❛♠✐❝s✳ ■♥✿ ❆❞✈❛♥❝❡s

✐♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❙♦❝✐❡t②

▼♦♥♦❣r❛♣❤s✳

❇✉st♦s✱ P✳✱ ✷✵✶✶✳ ❚r❛❞❡ ▲✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❊①♣♦rts✱ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❯♣❣r❛❞✐♥❣✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡

♦♥ t❤❡ ■♠♣❛❝t ♦❢ ▼❊❘❈❖❙❯❘ ♦♥ ❆r❣❡♥t✐♥✐❛♥ ❋✐r♠s✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇

✶✵✶ ✭✶✮✱ ✸✵✹✕✹✵✳

❈❤❛♥❡②✱ ❚✳✱ ✷✵✵✽✳ ❉✐st♦rt❡❞ ●r❛✈✐t②✿ ❚❤❡ ■♥t❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ ❊①t❡♥s✐✈❡ ▼❛r❣✐♥s ♦❢ ■♥t❡r♥❛✲

t✐♦♥❛❧ ❚r❛❞❡✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✾✽ ✭✹✮✱ ✶✼✵✼✕✶✼✷✶✳

❈♦❛❞✱ ❆✳✱ ❘❛♦✱ ❘✳✱ ✷✵✵✽✳ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐r♠ ●r♦✇t❤ ✐♥ ❍✐❣❤✲t❡❝❤ ❙❡❝t♦rs✿ ❆ q✉❛♥t✐❧❡

❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❆♣♣r♦❛❝❤✳ ❘❡s❡❛r❝❤ P♦❧✐❝② ✸✼ ✭✹✮✱ ✻✸✸✕✻✹✽✳

✷✾



❈♦❤❡♥✱ ❲✳✱ ✷✵✶✵✳ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✲ ❋✐❢t② ❨❡❛rs ♦❢ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❙t✉❞✐❡s ♦❢ ■♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❆❝t✐✈✲

✐t② ❛♥❞ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥✿ ❇r♦♥✇②♥✱ ❍✳ ❍✳✱ ◆❛t❤❛♥✱ ❘✳ ✭❊❞s✳✮✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ t❤❡

❊❝♦♥♦♠✐❝s ♦❢ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥✳ ❱♦❧✳ ❱♦❧✉♠❡ ✶✳ ◆♦rt❤✲❍♦❧❧❛♥❞✱ ♣♣✳ ✶✷✾✕✷✶✸✳

❈♦❤❡♥✱ ❲✳✱ ▲❡✈✐♥t❤❛❧✱ ❉✳✱ ✶✾✽✾✳ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▲❡❛r♥✐♥❣✿ ❚❤❡ ❚✇♦ ❋❛❝❡s ♦❢ ❘✫❉✳

❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧ ✾✾ ✭✸✾✼✮✱ ✺✻✾✕✺✾✻✳

❈♦st❛♥t✐♥✐✱ ❏✳✱ ▼❡❧✐t③✱ ▼✳✱ ✷✵✵✼✳ ❚❤❡ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❋✐r♠✲❧❡✈❡❧ ❆❞❥✉st♠❡♥t t♦ ❚r❛❞❡

▲✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐r♠s ✐♥ ❛ ●❧♦❜❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ✶✵✼✕✶✹✶✳

❉❛s❣✉♣t❛✱ P✳✱ ❙t✐❣❧✐t③✱ ❏✳✱ ✶✾✽✵✳ ■♥❞✉str✐❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ◆❛t✉r❡ ♦❢ ■♥♥♦✈❛t✐✈❡

❆❝t✐✈✐t②✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧ ✾✵ ✭✸✺✽✮✱ ✷✻✻✕✾✸✳

❉✐ ●✐♦✈❛♥♥✐✱ ❏✳✱ ▲❡✈❝❤❡♥❦♦✱ ❆✳ ❆✳✱ ❘❛♥❝✐❡r❡✱ ❘✳✱ ✷✵✶✶✳ P♦✇❡r ▲❛✇s ✐♥ ❋✐r♠ ❙✐③❡ ❛♥❞

❖♣❡♥♥❡ss t♦ ❚r❛❞❡✿ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝s ✽✺ ✭✶✮✱ ✹✷✕✺✷✳

❊❛t♦♥✱ ❏✳✱ ❑♦rt✉♠✱ ❙✳✱ ❑r❛♠❛r③✱ ❋✳✱ ✷✵✶✶✳ ❆♥ ❆♥❛t♦♠② ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❚r❛❞❡✿ ❊✈✐✲

❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❋r❡♥❝❤ ❋✐r♠s✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✼✾ ✭✺✮✱ ✶✹✺✸✕✶✹✾✽✳

❊❜❡rs❜❡r❣❡r✱ ❇✳✱ ▼❛rs✐❧✐✱ ❖✳✱ ❘❡✐❝❤st❡✐♥✱ ❚✳✱ ❙❛❧t❡r✱ ❆✳✱ ✷✵✵✽✳ ❋♦rt✉♥❡ ❋❛✈♦✉rs t❤❡

❇r❛✈❡✿ ❚❤❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ■♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❘❡t✉r♥s ✐♥ ❋✐♥❧❛♥❞✱ t❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s ❛♥❞ t❤❡

❯❑✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❈❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝s ✶✾ ✭✹✮✱ ✸✺✼✕✸✻✷✳

❊❞❡r✐♥❣t♦♥✱ ❏✳✱ ▼❝❈❛❧♠❛♥✱ P✳✱ ✷✵✵✽✳ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉s ❋✐r♠ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❉②♥❛♠✲

✐❝s ♦❢ ❚r❛❞❡ ▲✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✼✹ ✭✷✮✱ ✹✷✷✕✹✹✵✳

❋❡r♥❛♥❞❡s✱ ❆✳✱ ✷✵✵✼✳ ❚r❛❞❡ P♦❧✐❝②✱ ❚r❛❞❡ ❱♦❧✉♠❡s ❛♥❞ P❧❛♥t✲❧❡✈❡❧ Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥

❈♦❧♦♠❜✐❛♥ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ■♥❞✉str✐❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✼✶ ✭✶✮✱

✺✷✕✼✶✳

●r❡❡♥❛✇❛②✱ ❉✳✱ ❑♥❡❧❧❡r✱ ❘✳✱ ✷✵✵✼✳ ❋✐r♠ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ ❊①♣♦rt✐♥❣ ❛♥❞ ❋♦r❡✐❣♥ ❉✐r❡❝t

■♥✈❡st♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧ ✶✶✼ ✭✸✮✱ ✶✸✹✕✶✻✶✳

●r♦ss♠❛♥✱ ●✳✱ ❍❡❧♣♠❛♥✱ ❊✳✱ ✶✾✾✶✳ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✫ ●r♦✇t❤ ✐♥ t❤❡ ●❧♦❜❛❧✳ ▼■❚ Pr❡ss✳

●r♦ss♠❛♥✱ ●✳✱ ❍❡❧♣♠❛♥✱ ❊✳✱ ✶✾✾✹✳ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉s ■♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ●r♦✇t❤✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✽ ✭✶✮✱ ✷✸✕✹✹✳

●✉st❛❢ss♦♥✱ P✳✱ ❙❡❣❡rstr♦♠✱ P✳✱ ✷✵✶✵✳ ❚r❛❞❡ ▲✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② ●r♦✇t❤✳

❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✶✽ ✭✷✮✱ ✷✵✼✕✷✷✽✳

❍❡❧♣♠❛♥✱ ❊✳✱ ✷✵✵✻✳ ❚r❛❞❡✱ ❋❉■✱ ❛♥❞ t❤❡ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐r♠s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝

▲✐t❡r❛t✉r❡ ✹✹✭✸✮✱ ✺✽✾✕✻✸✵✳

✸✵



❍❡❧♣♠❛♥✱ ❊✳✱ ▼❡❧✐t③✱ ▼✳✱ ❨❡❛♣❧❡✱ ❙✳✱ ✷✵✵✹✳ ❊①♣♦rt ❱❡rs✉s ❋❉■ ✇✐t❤ ❍❡t❡r♦❣❡♥♦✉s

❋✐r♠s✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✾✹ ✭✶✮✱ ✸✵✵✕✸✶✻✳

■♠♣✉❧❧✐tt✐✱ ●✳✱ ■r❛rr❛③❛❜❛❧✱ ❆✳✱ ❖♣r♦♠♦❧❧❛✱ ▲✳✱ ✷✵✶✸✳ ❆ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❊♥tr② ■♥t♦ ❛♥❞ ❊①✐t

❢r♦♠ ❊①♣♦rt ▼❛r❦❡ts✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✾✵ ✭✶✮✱ ✼✺ ✕ ✾✵✳

■t♦✱ ❑✳✱ ▲❡❝❤❡✈❛❧✐❡r✱ ❙✳✱ ✷✵✵✾✳ ❚❤❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ❋✐r♠s✿ ❆

❘❡❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❉❡t❡r♠✐♥❛♥ts ✐♥ t❤❡ ❈❛s❡ ♦❢ ❏❛♣❛♥✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❲♦r❧❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝s

✶✹✺ ✭✸✮✱ ✹✵✺✕✹✷✾✳

❑❡❧❧❡r✱ ❲✳✱ ✷✵✵✹✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❉✐✛✉s✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ▲✐t❡r❛t✉r❡

✹✷ ✭✸✮✱ ✼✺✷✕✼✽✷✳

▲❡✐t♥❡r✱ ❙✳ ▼✳✱ ❙t❡❤r❡r✱ ❘✳✱ ✷✵✶✶✳ ❙❤❛♣❡s ❛♥❞ ❉❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ ❘❡t✉r♥s t♦ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥✳

❊❝♦♥♦♠✐❝s ♦❢ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ◆❡✇ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✷✵ ✭✽✮✱ ✼✼✼✕✼✾✺✳

▲✐❧❡❡✈❛✱ ❆✳✱ ✷✵✵✽✳ ❚r❛❞❡ ▲✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② ❉②♥❛♠✐❝s✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠

❈❛♥❛❞❛✳ ❈❛♥❛❞✐❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✹✶ ✭✷✮✱ ✸✻✵✕✸✾✵✳

▲✐❧❡❡✈❛✱ ❆✳✱ ❚r❡✢❡r✱ ❉✳✱ ✷✵✶✵✳ ■♠♣r♦✈❡❞ ❆❝❝❡ss t♦ ❋♦r❡✐❣♥ ▼❛r❦❡ts ❘❛✐s❡s P❧❛♥t✲❧❡✈❡❧

Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② ✲ ❋♦r ❙♦♠❡ P❧❛♥ts✳ ❚❤❡ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✶✷✺ ✭✸✮✱ ✶✵✺✶✕

✶✵✾✾✳

▲♦♥❣✱ ◆✳✱ ❘❛✛✱ ❍✳✱ ❙tä❤❧❡r✱ ❋✳✱ ✷✵✶✶✳ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❚r❛❞❡ ✇✐t❤ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❋✐r♠s✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✽✹ ✭✷✮✱ ✶✹✾✕✶✺✾✳

▼❛❣❣✐♦♥✐✱ ❉✳✱ ✷✵✶✸✳ Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❉❡t❡r♠✐♥❛♥ts✿ t❤❡ ❘♦❧❡ ♦❢ ■♠♣♦rt

P❡♥❡tr❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥❞✉str②✱ ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❚r❛❞❡ ✶✸ ✭✹✮✱ ✺✸✼✕✺✻✶✳

▼❛rs✐❧✐✱ ❖✳✱ ✷✵✵✺✳ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ❙✐③❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❋✐r♠s✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❉✉t❝❤

▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ■♥❞✉str✐❛❧ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✷✼ ✭✹✮✱ ✸✵✸✕✸✷✽✳

▼❛rs✐❧✐✱ ❖✳✱ ❙❛❧t❡r✱ ❆✳✱ ✷✵✵✺✳ ■♥❡q✉❛❧✐t② ♦❢ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥✿ ❙❦❡✇❡❞ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡

❘❡t✉r♥s t♦ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐♥ ❉✉t❝❤ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ♦❢ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ◆❡✇

❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✶✹ ✭✶✲✷✮✱ ✽✸✕✶✵✷✳

▼❡❧✐t③✱ ▼✳✱ ✷✵✵✸✳ ❚❤❡ ■♠♣❛❝t ♦❢ ❚r❛❞❡ ♦♥ ■♥tr❛✲■♥❞✉str② ❘❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❆❣❣r❡❣❛t❡

■♥❞✉str② Pr♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✼✶ ✭✻✮✱ ✶✻✾✺✕✶✼✷✺✳

▼❡❧✐t③✱ ▼✳✱ ❖tt❛✈✐❛♥♦✱ ●✳✱ ✷✵✵✽✳ ▼❛r❦❡t ❙✐③❡✱ ❚r❛❞❡✱ ❛♥❞ Pr♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s ✼✺ ✭✶✮✱ ✷✾✺✕✸✶✻✳

▼❡❧✐t③✱ ▼✳✱ ❘❡❞❞✐♥❣✱ ❙✳✱ ✷✵✶✷✳ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❋✐r♠s ❛♥❞ ❚r❛❞❡✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ❉r❛❢t✳

▼❡❧✐t③✱ ▼✳✱ ❚r❡✢❡r✱ ❉✳✱ ✷✵✶✷✳ ●❛✐♥s ❢r♦♠ ❚r❛❞❡ ✇❤❡♥ ❋✐r♠s ▼❛tt❡r✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✷✻ ✭✷✮✳
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▼❡❧✐t③✱ ▼✳ ❏✳✱ ❘❡❞❞✐♥❣✱ ❙✳ ❏✳✱ ✷✵✶✹✳ ▼✐ss✐♥❣ ●❛✐♥s ❢r♦♠ ❚r❛❞❡❄ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❇✉r❡❛✉ ♦❢

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡s❡❛r❝❤ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ❙❡r✐❡s ◆♦✳ ✶✾✽✶✵✳

◆❛✈❛s✲❘✉✐③✱ ❆✳✱ ❉❛✈✐❞❡✱ ❙✳✱ ✷✵✵✼✳ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❆❞♦♣t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❊✛❡❝t ♦❢

❚r❛❞❡✳ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r✳

❖❦✉❜♦✱ ❚✳✱ ❚♦♠✐✉r❛✱ ❊✳✱ ✷✵✶✸✳ ❙❦❡✇ Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❆❣✲

❣❧♦♠❡r❛t✐♦♥✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ P❧❛♥t✲▲❡✈❡❧ ❉❛t❛✳ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❙t✉❞✐❡s✱ ✶✕✶✺❉♦✐✿

✶✵✳✶✵✽✵✴✵✵✸✹✸✹✵✹✳✷✵✶✷✳✼✺✸✶✹✸✳

P❛✈❝♥✐❦✱ ◆✳✱ ✷✵✵✷✳ ❚r❛❞❡ ▲✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❊①✐t✱ ❛♥❞ Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② ■♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✿ ❊✈✐✲

❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❈❤✐❧❡❛♥ P❧❛♥ts✳ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s ✻✾ ✭✶✮✱ ✷✹✺✕✷✼✻✳

P✢ü❣❡r✱ ▼✳✱ ❙✉❡❞❡❦✉♠✱ ❏✳✱ ✷✵✶✸✳ ❙✉❜s✐❞✐③✐♥❣ ❋✐r♠ ❊♥tr② ✐♥ ❖♣❡♥ ❊❝♦♥♦♠✐❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ P✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✾✼✱ ✷✺✽✕✷✼✶✱ ✸✷✸✳

P♦t✐♥✱ ❏✳✱ ✷✵✵✾✳ ❚❤❡ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❊✛❡❝t ♦❢ ❚✇♦✲✇❛② ❚r❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ▼❡❧✐t③ ▼♦❞❡❧✿ ❆♥

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❆♣♣r♦❛❝❤✳ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r✳

❘❡❞❞✐♥❣✱ ❙✳✱ ✷✵✶✶✳ ❚❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❋✐r♠s ❛♥❞ ❚r❛❞❡✳ ■♥✿ ❆rr♦✇✱ ❑✳✱ ❇r❡s♥❛✲

❤❛♥✱ ❚✳ ✭❊❞s✳✮✱ ❆♥♥✉❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✳ ❱♦❧✳ ✸ ♦❢ ❆♥♥✉❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✳

♣♣✳ ✼✼✕✶✵✺✳

❘♦♠❡r✱ P✳✱ ✶✾✾✵✳ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉s ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❈❤❛♥❣❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②

✾✽ ✭✺✮✱ ✼✶✕✶✵✷✳

❙❝❤❡r❡r✱ ❋✳ ▼✳✱ ❍❛r❤♦✛✱ ❉✳✱ ✷✵✵✵✳ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ♣♦❧✐❝② ❢♦r ❛ ✇♦r❧❞ ♦❢ s❦❡✇✲❞✐str✐❜✉t❡❞

♦✉t❝♦♠❡s✳ ❘❡s❡❛r❝❤ P♦❧✐❝② ✷✾ ✭✹✮✱ ✺✺✾✕✺✻✻✳

❙❡❣❡rstr♦♠✱ P✳✱ ✷✵✶✶✳ ❚r❛❞❡ ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ●r♦✇t❤✳ P❛❧❣r❛✈❡ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ■♥t❡r♥❛✲

t✐♦♥❛❧ ❚r❛❞❡✱ P❛❧❣❛✈❡ ▼❛❝♠✐❧❧❛♥✱ ✺✾✹✕✻✷✶✳

❙❤❛❦❡❞✱ ▼✳✱ ❙❤❛♥t❤✐❦✉♠❛r✱ ❏✳ ●✳✱ ✷✵✵✼✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❖r❞❡rs✳ ❙♣r✐♥❣❡r✳

❙✉♥✱ ❈✳✱ ❩❤❛♥❣✱ ❚✳✱ ✷✵✶✷✳ ❊①♣♦rt✱ Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② P❛tt❡r♥✱ ❛♥❞ ❋✐r♠ ❙✐③❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r✳
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